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RESUMEN 
El desarrollo del pensamiento algebraico, constituye uno de los pilares del pensamiento 
matemático, pues implica, entre otras cosas, representar situaciones de acuerdo con unas 
condiciones dadas, y puede darse a partir de un adecuado pensamiento numérico, que puede 
construirse con la reflexión en torno al lenguaje natural y direccionado al lenguaje 
algebraico. 
Esta monografía aborda la problemática del paso del pensamiento numérico al algebraico 
en el marco de la teoría de la comprensión del conocimiento matemático de Pirie y Kieren, 
enfocándose en el diseño y aplicación de un módulo de aprendizaje en torno a los registros 
natural y algebraico. 
Palabras clave: Comprensión, Teoría de Pirie y Kieren, Aprendizaje, Pensamiento 
Numérico, Pensamiento Algebraico, Módulo de Aprendizaje.  
 
ABSTRACT:  
The development of algebraic thinking, is one of the pillars of mathematical thinking, it 
implies, among other things, represent situations under given conditions, and may occur 
from a suitable numerical thinking, which can be constructed with a reflection on natural 
language and addressed to the algebraic language. 
This paper addresses the problem of the passage of the algebraic or numerical thinking in 
the context of theory of comprehension of mathematical knowledge of Pirie and Kieren, 
focusing on the design and implementation of a learning module around the natural and 
algebraic registers. 
Key words: Understanding, Pirie and Kieren Theory, Learning, Numeric Thinking, 
Algebraic Thinking, Learning Module. 
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1. JUSTIFICACIÓN Y FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 
 
     El presente trabajo busca exponer una forma de contribuir al desarrollo del pensamiento 
algebraico a partir del numérico, por medio de un módulo de aprendizaje, y una entrevista 
semiestructurada de carácter socrático. 
 
 
     La problemática que genera la preocupación sobre el desarrollo del pensamiento 
algebraico, consiste en las dificultades que presentan los estudiantes al momento de abordar 
el álgebra operativa en octavo grado.  
 
      
Para tal fin, en esta monografía se presentan los resultados de la implementación hecha por 
el docente de un módulo de aprendizaje y donde los mismos se analizarán a la luz de la 
teoría sobre el crecimiento de la comprensión del conocimiento matemático de Pirie y 
Kieren (en adelante teoría PK). Se mostrará un análisis de experiencia de aula con 
estudiantes de octavo grado de la institución educativa Mariano de Jesús Eusse, ubicada en 
el municipio de Angostura. 
 
 
     En consecuencia, la metodología a usar es de corte cualitativo, en el sentido en que se 
describirán los avances de los estudiantes a la luz de los cuatro primeros niveles del modelo 
de Pirie y Kieren, además de mostrar algunos resultados de forma cuantitativa cuando se 
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trate de analizar algunas tablas de resultados en cuanto al alcance de los descriptores 
elaborados de acuerdo al modelo teórico mencionado. 
 
 
1.1     Tema 
 
 
     La comprensión matemática relacionada con el paso del pensamiento numérico al 
algebraico, en términos de las relaciones del lenguaje natural con el algebraico y viceversa, 
en estudiantes de octavo grado de la I.E. Mariano de Jesús Eusse del municipio de 
Angostura. 
 
 
1.2     Planteamiento del problema 
 
 
     Desde la implementación de la ley general de educación  115 de 1995, el MEN, en el 
artículo 22c de dicha ley, el Estado ha señalado que la enseñanza de las matemáticas busca 
desarrollar el razonamiento lógico, mediante el aprendizaje de los sistemas numéricos, 
geométricos, métricos, lógicos, analíticos, de conjuntos de operaciones y relaciones, así 
como su aplicación en la interpretación y solución de los problemas de la ciencia, de la 
tecnología y los de la vida cotidiana. 
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Con el propósito de construir alternativas que permitan articular diferentes tipos de 
pensamiento, la presente propuesta busca articular el pensamiento numérico, espacial y 
variacional, para abordar la problemática propia de la institución educativa Mariano de 
Jesús Eusse, donde actualmente laboro como docente de matemáticas en los grados octavo 
y noveno. Dicha problemática consiste en que al abordar la solución de situaciones 
problema en contextos matemáticos o reales, se presentan dificultades relacionadas con la 
desarticulación entre los conceptos desarrollados en los ejercicios rutinarios y su aplicación 
en la solución de problemas.  
 
 
     La solución de problemas en matemáticas supone cierto dominio en referencia a 
contenidos relacionados con el contexto en el cual se plantean dichos problemas. No es 
difícil en la enseñanza desviarse por el camino de preparar operativamente al estudiante en 
conjuntos numéricos para luego usar esos contenidos en la solución de problemas. Sin 
embargo, para solucionar un problema matemático, si bien es necesario manejar 
operaciones con los datos del problema, es más importante aún entenderlos y luego contar 
con un buen plan que evidencie la aplicación de estrategias creativas. 
 
 
     En este contexto, el docente ha notado que en muchas ocasiones el estudiante manifiesta 
no saber resolver un problema, y se debe principalmente al hecho de entender el lenguaje 
en que está presentado su enunciado. Palabras no familiares u olvidadas por los estudiantes 
y expresiones lógicas donde aparecen dichas palabras, dificultan la interpretación, diseño y 
aplicación de un plan para solucionar los problemas matemáticos. Lo anterior se deduce de 
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situaciones donde el profesor traduce los enunciados a palabras o expresiones conocidas 
por el estudiante y luego se observa un mejor proceder en la solución del problema 
planteado. 
      
 
     De acuerdo a los estándares básicos de competencias en matemáticas, los grados octavo 
y noveno están orientados a desarrollar un trabajo amplio de manipulación algebraica en 
diversidad de situaciones, sin embargo, los mismos estándares señalan que:  
El estudio del cambio también se puede iniciar en la Educación Básica Primaria a 
través del análisis de fenómenos de variación (por ejemplo, el crecimiento de una 
planta durante un mes o el cambio de la temperatura durante el día o el flujo de 
vehículos frente a la institución durante una mañana) representados en gráficas y 
tablas. Esta manera de acercarse al pensamiento variacional está muy relacionada con 
el manejo de los sistemas de datos y sus representaciones. Por el análisis cuidadoso de 
esas representaciones se puede identificar la variación que ocurre y, en algunos casos, 
llegar a precisar la magnitud de los cambios y aun la tasa de cambio en relación con el 
tiempo. (MEN, 2006; p. 67). 
 
     La implementación de un enfoque algebraico dentro del microcurrículo de mi 
institución, se destina al grado octavo con el tratamiento de expresiones algebraicas, pero el 
problema es que no hay un común acuerdo sobre priorizar los procesos de variación y dejar 
como complemento el tratamiento operativo de dichas expresiones algebraicas. 
 
 
     A través de mi experiencia como docente, he notado que hay un elemento al que poco se 
le presta atención y que es de suma importancia para la comprensión de cualquier contenido 
científico o no científico, y ese es el lenguaje. El proceso de adquisición del lenguaje 
matemático (que es el de mi interés), es un proceso lento y de mucha disciplina, pues en 
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términos de la solución de problemas, que he reseñado con anterioridad, constituye la 
piedra angular para pensar algebraicamente. La solución de problemas matemáticos pasa, 
en primera instancia, por comprender el problema, y comprenderlo depende de lo familiar 
que resulten las diferentes expresiones en lenguaje natural o simbólico para el sujeto. 
 
 
     La presente propuesta busca abordar como problemática el paso del pensamiento 
numérico al algebraico enfatizando el paso del lenguaje natural al algebraico y viceversa. 
Este trabajo propone aportar una descripción en la manera como se puede introducir a los 
estudiantes en el álgebra operativa, la comprensión de algunas situaciones variacionales y 
las aplicaciones de tales situaciones en la solución de problemas, a partir de actividades 
orientadas al manejo del lenguaje asociado a conceptos como perímetro, área y sucesión. 
 
Concretamente, trabajar de manera conjunta el área y el perímetro de polígonos, ofrece una 
valiosa oportunidad para enfocar la enseñanza por medio de la variación, y además, supone 
una antesala a la algebrización de enunciados sin necesidad de operar algebraicamente los 
datos dados en una situación problema. En cuanto a las sucesiones, su importancia radica 
en que posibilita el pensamiento inductivo y el proceso de generalización.   
 
 
     Por todo lo anterior y además por la convicción que tengo sobre el fuerte desarrollo del 
pensamiento matemático que implica una práctica continua en resolución de problemas, y 
mucho más si se enfatiza en la relación entre el pensamiento algebraico, el manejo del 
lenguaje y los diferentes tipos de registro, me hago la siguiente pregunta: 
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     ¿Cómo un módulo de aprendizaje puede favorecer el paso del pensamiento numérico al 
algebraico, enfatizado en el lenguaje natural y algebraico, en estudiantes de octavo grado 
de la I.E. Mariano de Jesús Eusse del municipio de Angostura, de acuerdo con los cuatro 
primeros niveles de comprensión del modelo de Pirie y Kieren? 
 
 
1.3     Justificación 
 
 
     Un enfoque basado en la comprensión del conocimiento matemático como proceso 
dinámico, posibilita develar el alcance de los aprendizajes en términos del paso del 
pensamiento numérico al algebraico. Pienso que cuando se comprende, se recuerda más 
fácil y rápidamente el contexto del objeto comprendido, pues está anclado en la estructura 
cognitiva de la persona. Estimular la comprensión en matemáticas es un elemento clave 
para que los aprendizajes perduren. 
 
 
     En este sentido, el enfoque de comprensión del conocimiento matemático ofrece una 
alternativa rica en oportunidades de favorecer las competencias matemáticas y enfatizar la 
evaluación de procesos de pensamiento más que la acumulación de contenidos. 
 
 
     La enseñanza y evaluación por contenidos propician pocos espacios para la comprensión 
de los conceptos, favoreciendo la repetición acrítica de algoritmos. Por tanto, una forma de 
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modificar y mejorar el modelo de enseñanza que prima en mi institución educativa, es 
enfocar la práctica pedagógica en los procesos de pensamiento, en términos de la 
comprensión del conocimiento matemático. De esta manera, se rompe con el seguimiento 
de algoritmos para dar paso a la comprensión de los conceptos previos para construirlos, 
además de mejorar los aspectos procedimentales que conllevan finalmente a la aplicación 
de reglas, algoritmos, teoremas, o fórmulas, así  como a la comprensión de enunciados y 
proposiciones matemáticas. 
 
 
     Mi propuesta busca favorecer el paso de la aritmética al álgebra, a partir de la solución 
de problemas por medio de un módulo de aprendizaje que será analizado en el marco de los 
cuatro primeros niveles del modelo del crecimiento de la comprensión matemática de Pirie 
y Kieren. 
 
 
     En concreto, esta monografía aportará un módulo de aprendizaje sobre pensamiento 
algebraico, enfocado en el  paso de los registros de la lengua natural al lenguaje formal 
(algebraico); así mismo, ofrece el diseño de un guión entrevista para describir el proceso de 
comprensión matemática y su relación con el proceso general de la comunicación: manejo 
del lenguaje natural y algebraico. 
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1.4     Antecedentes 
 
 
     El desarrollo del pensamiento algebraico ha sido, con el pensamiento variacional, un 
tema de investigación relevante y pertinente  dentro del campo de la Didáctica de las 
Matemáticas. Además, la preocupación por el asunto de la comprensión en matemáticas, ha 
involucrado diversas teorías que proponen formas de estudiar, evaluar y mejorar dicha 
comprensión de los estudiantes en edad escolar. 
 
 
     Luego del rastreo bibliográfico realizado para el diseño de esta monografía, se presenta, 
por un lado, algunas de las más recientes investigaciones referentes a las implicaciones del 
modelo PK en el estudio de la comprensión del conocimiento matemático, y por el otro, un 
trabajo realizado por Posada y Obando (2006) sobre pensamiento variacional y 
razonamiento algebraico. 
 
 
     Villa-Ochoa, J. A. (2011). La comprensión de la tasa de variación para una 
aproximación al concepto de derivada. Un análisis desde la teoría de Pirie y Kieren. 
Tesis Doctoral cuya investigación parte de una amplia revisión de la literatura sobre el 
pensamiento variacional, la enseñanza y el  aprendizaje  de  algunos  tópicos  del  cálculo.  
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     Expone diversas teorías de la comprensión y se centra en la teoría de Pirie y Kieren para 
el estudio del avance de la comprensión matemática. Esta es una investigación de tipo 
cualitativo, que utiliza como método de análisis el estudio de caso; entre los diferentes 
instrumentos utilizados para la recolección de información, se destaca la entrevista como 
conversación guiada donde las preguntas emergen de manera fluida y no rígida. 
 
 
     La investigación tuvo como foco la comprensión de la tasa de variación como una 
manera de aproximarse al concepto de derivada desde una perspectiva variacional en un 
curso de precálculo. Una de sus conclusiones resalta que: 
 
Con respecto al proceso de evolución de la comprensión de la noción de tasa de 
variación, pudo observarse en los casos de Alexandra, Estefanía y Marcela  que  una 
instrucción enfocada en los aspectos procedimentales y algebraicos del cálculo, no 
garantiza una transferencia de dichos elementos para generar una mayor compresión 
matemática. Estos casos ponen en evidencia la necesidad de involucrar situaciones en 
el aula que promuevan diferentes  aproximaciones e interpretaciones de un tópico 
matemático, de esa manera, se van construyendo  imágenes, relaciones e 
interpretaciones nuevas que  redundan en una mayor comprensión de tal tópico. (Villa, 
2011, p. 170). 
 
 
     A partir de esta conclusión, podría considerarse que tales aproximaciones a un mismo 
tópico matemático se pueden entender como la presentación y estudio de diferentes 
registros para un mismo contenido. En el caso de la presente monografía, se corresponde 
con el estudio de los registros del lenguaje natural y el lenguaje formal(algebraico), o los 
registros de tipo pictórico o geométrico, que orientan las diferentes actividades del módulo 
de aprendizaje. 
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     Rendón R. (2011). La comprensión del concepto de Continuidad en el marco de la 
Teoría de Pirie y Kieren. Tesis de maestría donde se propuso diseñar y aplicar una 
entrevista semiestructurada de carácter socrático, para describir cómo comprenden el 
concepto de continuidad cuatro estudiantes de cursos de cálculo diferencial a nivel  de  la  
educación  media  y  universitaria  en  Instituciones  oficiales  de  la ciudad  de  Medellín.   
 
 
     Los elementos importantes de esta investigación y por los cuales es importante para el 
presente trabajo son su carácter cualitativo; su marco teórico centrado en el modelo de Pirie 
y Kieren para el estudio de la comprensión matemática; el diseño y aplicación de una 
entrevista semiestructurada de carácter socrático basada en el decálogo diseñado por 
Londoño y Jurado (2005) y que se destaca por ser un reconocido instrumento de 
recolección de información para el posterior análisis a partir de descriptores de nivel. 
 
 
     Londoño R. (2011). La relación inversa entre cuadraturas y tangentes en el marco 
de la teoría de Pirie y Kieren. Esta es una tesis de doctorado cuya investigación tuvo el 
propósito de estructurar la entrevista socrática como estrategia metodológica para 
posibilitar el progreso en la comprensión del teorema fundamental del cálculo (TFC) en el 
marco de la teoría de Pirie y Kieren, y que tiene que ver con la relación inversa entre 
cuadraturas y tangentes. 
 
     En esta investigación se analizan tres estudios de caso, en los cuales son identificados 
los registros de Foldibg Back  y las complementariedades de la acción y la expresión, 
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generando para cada uno un mapa de la comprensión, de  acuerdo  al  recorrido  realizado  
por  los  estudiantes,  en  su  paso  por  los niveles propuestos por el modelo de esta teoría. 
 
     Su objetivo general consiste en  
(…) implementar una entrevista de  carácter socrático en el marco de la teoría de PK 
como estrategia metodológica, de tal manera,  que  se  convierta  en  una  experiencia  
de  enseñanza  y  aprendizaje para los estudiantes del último año de la Educación 
Media y primer año de universidad,  con  el  fin  de  favorecer  la  comprensión  de  
los  procesos  de razonamiento infinito inherentes a los conceptos de área bajo una 
curva y la pendiente  de  la  recta  tangente  a  una  curva  en  un  punto,  para  
finalmente, establecer  la  relación  inversa  que  hay  entre  éstos  en  la  comprensión  
del TFC. (Londoño, 2011, p. 7) 
 
 
     Además, la propuesta busca identificar las características propias de los cuatro primeros 
niveles de comprensión que propone la teoría de PK para articularlas con el estudio del 
TFC de tal manera que se diseñen descriptores que direccionen el guión de entrevista de 
carácter socrático.  
 
 
     De igual manera, es importante dentro del análisis, el tratamiento que se hace de la 
propiedad folding back de la teoría PK en la implementación de la entrevista, pues se 
muestra un ejemplo de cómo observar dicha propiedad y caracterizarla en cada uno de los 
casos, de tal manera que permita describir los respectivos mapas de recorrido o de 
comprensión dentro del modelo PK para la comprensión del teorema fundamental del 
cálculo. 
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     Posada, F. y Obando, G. (Eds). (2006). Pensamiento variacional y razonamiento 
algebraico. Módulo donde se presenta una propuesta para trabajar el pensamiento 
variacional y el razonamiento algebraico teniendo como faro: 
 
 
 Algebrizar las situaciones diseñadas para la enseñanza. 
 Identificar y apoyar los actos y contextos que promueven el razonamiento 
algebraico de los estudiantes. 
 Consolidar una cultura de clase que promueva el razonamiento algebraico. 
 
 
     Este texto hace parte de un compendio llamado serie didáctica de las matemáticas y fue 
patrocinado por la gobernación de Antioquia para aportar en la búsqueda de estrategias para 
dinamizar la práctica pedagógica al interior del aula en torno al razonamiento algebraico. 
 
 
     Al respecto, Posada et al (2006) manifiesta 
Con la publicación de este documento, se tiene sobre la mesa una propuesta para 
orientarlo relacionado con el álgebra escolar: los procesos de enseñanza, y por ende, 
los de aprendizaje del algebra escolar, los cuales deberían ser estructurados desde la 
perspectiva del estudio de la variación y el cambio, esto es, orientado en lo que allí se 
llama pensamiento variacional. En ese sentido no se trató de un simple cambio de 
nombre, sino de una reestructuración conceptual y metodológica del álgebra escolar, 
que pone el acento en los procesos de generalización, la comunicación, la 
argumentación y la modelación de situaciones de cambio, como ejes fundamentales en 
la construcción del pensamiento algebraico. (p. 15). 
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     Como se evidencia en esta exposición de antecedentes, han sido varios los autores que 
defienden la entrevista como instrumento de recolección de información, que en este caso 
tiene su base en el guión-entrevista. También se destaca el modelo PK para estudiar el 
avance de la comprensión que han obtenido los estudiantes, luego del proceso de enseñanza 
y aprendizaje de un contenido.  Además, en cuanto el pensamiento variacional, se encuentra 
suficiente bibliografía para abordar la estimulación del pensamiento variacional en conjunto 
con el numérico.  
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2. OBJETIVOS 
 
2.1     Objetivo general 
 
     Diseñar un módulo de aprendizaje que permita favorecer la transición del pensamiento 
numérico al algebraico, enfatizando el paso del lenguaje natural al algebraico y viceversa, 
con el fin de describir el proceso  de comprensión de los estudiantes de octavo grado de la 
I.E. Mariano de Jesús Eusse del municipio de Angostura, dentro de los cuatro primeros 
niveles del modelo de Pirie y Kieren. 
 
 
2.2     Objetivos específicos 
 
1. Describir los procesos que se dan en el paso del pensamiento numérico al algebraico 
en términos del paso del lenguaje natural al lenguaje algebraico. 
2. Favorecer la simbolización de expresiones matemáticas a partir de actividades que 
involucran diferentes tipos de registro de un mismo concepto matemático. 
3. Diseñar una entrevista semiestructurada de carácter socrático que permita 
determinar el nivel de comprensión a cuatro casos tipo dentro del modelo PK.  
4. Describir algunas características del proceso de comprensión de los temas 
abordados cuando se realizan trabajos grupales.  
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3. MARCO REFERENCIAL 
 
3.1     Marco Teórico 
 
3.1.1      
 
Modelo de Crecimiento de la Comprensión del Conocimiento           
Matemático de Pirie y Kieren 
 
     Pirie y Kieren (1994) consideran la comprensión como un elemento inestable, recursivo 
y no lineal regresivo, entendiéndose esto como un proceso dinámico de organización y 
reorganización que va creciendo en complejidad. Además, estudian la evolución de la 
comprensión de los sujetos y para ello, organizan la comprensión matemática en 8 niveles 
potenciales. 
 
 
3.1.1.1     Estratos o niveles del proceso de comprensión 
 
     Conocimiento primitivo. Se entiende como el estado actual de los conceptos que maneja 
el sujeto en el momento de la situación de aprendizaje. Es de tener en cuenta que no indica 
un bajo nivel en conocimiento matemático sino lo que comúnmente se denomina 
conocimientos previos. 
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     Creación de la imagen
1
. El sujeto muestra capacidad para usar su conocimiento 
primitivo a través de imágenes, no necesariamente pictóricas, para que por medio de una 
acción física o mental generar una idea sobre el concepto. 
 
 
     Comprensión u obtención de la imagen. El sujeto reemplaza con una imagen mental las 
imágenes asociadas con una sola actividad. Se elabora una conexión entre acciones físicas y 
mentales dando así la posibilidad de recrear el concepto, reconociendo propiedades 
globales del objeto matemático en cuestión. 
 
 
     Observación de la propiedad. El sujeto puede analizar una imagen mental y obtener de 
ella sus atributos, diferenciarlos y relacionarlos con los de otras imágenes mentales. Al 
relacionarse las propiedades se puede llegar a definiciones informales del objeto 
matemático en cuestión. Según Meel (2003), para Pirie y Kieren, “La diferencia entre la 
obtención de una imagen y la observación de la propiedad es la capacidad de observar una 
conexión entre las imágenes y explicar cómo verificar la conexión.” (p.237). Las 
conexiones surgen tras manipular variedad de manifestaciones del concepto como en 
ejemplos relevantes, representaciones gráficas, variación numérica, entre otros. 
 
 
                                                     
1
Se entiende la imagen como una representación pictórica, como una fotografía, o una representación  mental, como una 
idea. 
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     Formalización. El sujeto muestra capacidad de extraer cualidades comunes 
(propiedades) de similares tipos de imágenes para describirlas en lenguaje matemático 
adecuado, sea formal o informalmente. Por ejemplo, pasar de entender el cuadrado como 
una clase de rectángulo, a definirlo como un cuadrilátero cuyos lados miden lo mismo y sus 
ángulos internos también; es decir que se generaliza el cuadrado como cualquier 
cuadrilátero que cumpla con esas condiciones. 
 
 
     Observación. El estudiante es capaz de utilizar su pensamiento formal combinando los 
conceptos formalizados para formular hipótesis sobre algún tema en especial. El sujeto es 
capaz de someter a prueba una conjetura para determinar si se trata de una verdad 
matemática (teorema) o si se trata de una suposición limitada por algunos casos 
particulares.  
 
     Estructuración. El sujeto es capaz de axiomatizar su propio conocimiento luego de ser 
consciente de él. Logra reducir sus observaciones a unas pocas proposiciones de las cuales 
de deriva el resto. Es capaz de explicar la interrelación de distintas teorías. 
 
 
     Invención. Hace referencia a la capacidad de inventar, lo cual puede suceder en los 
niveles precedentes, pero en este nivel sucede que la pregunta se vuelve desestabilizadora 
de las estructuras cognitivas y posibilita así nuevas formas de concebir el mundo con 
nuevos conceptos.  
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     Los niveles externos crecen en forma recursiva desde los niveles internos  y además los 
retienen. Esto significa que no es posible avanzar a un estrato que no sea el inmediatamente 
siguiente, pues precisamente ese siguiente es el que contienes a los anteriores. Si una 
persona alcanza el nivel de formalización es porque ya ha pasado por todos y cada uno de 
los anteriores estratos. En el avance siempre se recurre al siguiente estrato, pero, como se 
expondrá más adelante, el repliegue o redoblado, si posibilita el saltar estratos, pues se trata 
de un movimiento regresivo dentro del marco del modelo. 
 
 
3.1.1.2     Características del modelo 
 
Fractalidad 
     Pirie y Kieren califican de relativa su teoría de la comprensión, dado que un observador 
puede definir como desee las condiciones del conocimiento primitivo; es decir, seleccionar 
determinadas acciones e imágenes propias del sujeto y partir de ahí para evaluar el alcance 
de la comprensión de un concepto en términos de los restantes niveles. En palabras de Pirie 
y Kieren: 
 
Esta es una teoría de la relatividad de la comprensión y, por lo tanto, una característica 
particular de la actividad primitiva, […], es que los observadores pueden considerar lo 
que deseen como el enfoque de este nivel. Por ejemplo, se podría observar a una 
persona durante el nivel de invención, […], como si tuviera su comprensión previa 
total como una nueva acción primitiva. (Pirie & Kieren, citados por Meel, 2003; p. 
239).  
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     Según lo anterior, una persona puede estar en el nivel de invención respecto de un 
concepto y a su vez, estar en el de conocimiento primitivo respecto de nuevos conceptos 
que se desprenden del primero. 
 
 
     La característica que involucra el sentido de la anterior cita la denominan estos autores 
como fractalidad, debido a que la comprensión, según su modelo, contiene esa semejanza 
con la geometría fractal y en especial con el término iteración. En el siguiente esquema se 
muestra un ejemplo donde las fracciones suponen un cuerpo de conocimiento primitivo 
para comprender las expresiones decimales: 
 
Ilustración 3.01. Representación diagramática del modelo PK que ilustra la naturaleza 
similar a sí misma del centro interno (conocimiento primitivo). (Pirie & Kieren, 1994; p. 
172) 
 
De acuerdo con Meel (2003): 
 
Se puede ver que Pirie y Kieren observan el centro interno, llamado conocimiento 
primitivo, como una composición de modelos completos, similares a la totalidad. (…) 
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Este entretejido señala la importancia de la información que se encuentra en el centro 
interno, debido a que la información restringe el conocimiento de una persona a los 
estratos externos.(p. 240). 
 
 
Redoblado 
 
     Otra característica, y quizá la más importante del modelo PK, es la del proceso dinámico 
de redoblar. Este proceso consiste en doblarse hacia un estrato anterior para revisar y 
reorganizar los conceptos, de modo que al afrontar un problema haya mejores elementos 
para solucionarlo. En palabras de Meel (2003)“El proceso de volver a doblar para llegar a 
un estrato más interno provoca la reexaminación de un estrato en una forma diferente, a 
partir de las acciones que aparecieron originalmente cuando se trabajó dicho estrato”. (p. 
240). 
 
 
     La reexaminación es cualitativa dado que la motivación con que se interna en el estrato 
anterior es distinta y busca extender la comprensión actual e inacabada de la persona. En 
este sentido, la comprensión no es simplemente un proceso interminable de 
generalizaciones de los estratos anteriores, sino más bien un proceso continuo de ir y venir, 
de avance hacia el siguiente estrato y redoblar hacia anteriores de él con el fin de, 
repetidamente, reconstruir y reorganizar el conocimiento del estrato interno de la persona 
para extender así su comprensión hacia estratos más externos. 
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Límites de la falta de necesidad 
 
     Una tercera propiedad del modelo de Pirie y Kieren se denomina límites de la falta de 
necesidad y tiene que ver con el margen reteñido de tres de sus elipses o anillos en el 
diagrama anterior. Teóricamente, una persona en el estrato de observación, al redoblar, no 
se tiene que retroceder necesariamente más atrás del estrato de formalización; y lo mismo 
pasaría con observación de la propiedad e invención, respecto de comprensión de la 
imagen y estructuración, respectivamente. La idea surge de lo común que resulta el hecho 
de que en el momento de solucionar un problema es necesario recurrir al repertorio 
conceptual que se tenga y coger de allí lo más necesario, pero a veces hace falta devolverse 
(redoblar) a formar más primitivas de los conceptos de dicho repertorio para poder avanzar 
en la solución del problema. Según Pirie y Kieren, el redoblado tiene ciertos límites que no 
hace falta cruzar para dar solución a una situación. 
 
Complementariedad de un proceso y la acción orientada a la forma 
 
     Una construcción que contiene el modelo de Pirie y Kieren es la complementariedad 
entre lo que se hace y lo que se expresa. Cada estrato, excepto el de conocimiento primitivo 
y el de invención, contiene dos expresiones, una de forma y otra de expresión o proceso, 
necesarios para pasar de un estrato al siguiente. A continuación se muestra un diagrama 
relativo a las actuaciones y las expresiones en cada estrato: 
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Ilustración 3.02. Representación diagramática de las acciones y las expresiones en cada 
estrato. (Tomada de Pirie y Kieren, 1994; p.72)  
 
     Del anterior diagrama se muestra una tabla que traduce las abreviaturas y nombres según 
Meel (2003, p. 242): 
 
Estrato Acción Expresión 
PK: Conocimiento 
Primitivo 
No aplica No aplica 
IM: Creación de la 
Imagen 
Análisis de la Imagen Realización de la Imagen 
IH: Comprensión de la 
Imagen 
Expresión de la Imagen Visualización de la Imagen 
PN: Observación de la 
propiedad 
Registro de la Propiedad Predicción de la Propiedad 
F: Formalización Justificación del Método Aplicación del Método 
O: Observación 
Descripción de las 
Características 
Identificación de las 
características 
S: Estructuración Demostración de un teorema Conjetura de un teorema 
I: Invención No aplica No aplica 
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Tabla 3.01. Acción y expresión según el estrato del modelo PK 
 
     Las acciones orientadas se manifiestan con un agente externo en tanto demuestra o 
intenta determinar el estrato actual de comprensión del estudiante. Dado que la acción y la 
expresión son acciones complementarias en cada estrato, la no observancia de la expresión 
dificulta la manera como se comprenden los objetos en cada nivel y por tanto, las simples 
acciones como tal se convertirían en un proceso mecánico. 
 
 
3.1.2     Modelo PK para colectivos 
 
     La teoría para el estudio del crecimiento de la comprensión matemática ha tenido 
ampliaciones o extensiones desde que Pirie y Kieren la elaboraron en 1994. Towers & 
Martin (2006) hacen una breve exposición de fenómeno del crecimiento de la comprensión 
matemática colectiva y exploran la forma particular en que un grupo de alumnos trabajan 
en acción conjunta de improvisación, y su relación con el crecimiento de la comprensión 
matemática en el nivel del grupo. Estos autores identifican la coacción y la improvisación 
como una forma particular de la interacción, y definen la comprensión matemática en un 
colectivo como 
 
(…) the kinds of mathematical actions and learning we may see occurring when a 
group of learners, of any size, work together on a piece of mathematics. More 
specifically, we suggested that by using the lens of improvisational theory, it was 
possible to observe acts of mathematical understanding that  could  not  simply  be  
located  in  the  minds  or  actions  of  any  one  individual,  but  instead emerged from 
and existed in the interplay of the ideas of individuals, as these became woven together 
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in shared action, as in an improvisational performance.
2
(Towers & Martin, 2006, p. 
632). 
 
 
     El uso del término “improvisación” lo asocian a la llamada improvisación en el jazz o el 
teatro donde hay modalidades en que sin formato previo, se llevan a cabo obras donde el 
grupo debe trabajar como colectivo para lograr dar forma a la pieza artística. Así, en el caso 
de un grupo de estudiantes, la improvisación tiene que ver con cómo las individualidades 
aportan al grupo para que él mismo le dé forma al conocimiento y se manifieste así el nivel 
de grupo. 
 
 
     La actividad de improvisación tiene su causa en un proceso de coacción conjunta, que es 
lo que algunos denominan “interacción”. Esta coacción hace referencia a la mutua 
actuación de los individuos del grupo para integrar las ideas de manera conjunta; más 
precisamente, según Towers & Martin (2006): 
 
(…) the use of the term coaction rather than interaction emphasises the notion of acting 
with the ideas and actions of others in a mutual, joint way. More precisely we use the 
term coaction as a means to describe a particular kind of mathematical action, one that 
whilst obviously  in  execution  is  still  being  carried  out  by  an  individual,  is  also  
dependent  and contingent upon the actions of the others in the group. Thus, a coaction 
is a mathematical action that  can  only  be  meaningfully  interpreted  in  light  of,  and  
                                                     
2
(…) el tipo de acciones matemáticas y el aprendizaje que emerge de tales acciones, que ocurren cuando un grupo de 
estudiantes, de cualquier tamaño, trabajan juntos en un cierto tema de la matemática. Más concretamente, hemos sugerido 
que mediante el uso desde la óptica de la teoría de la improvisación, fue posible observar los actos de comprensión 
matemática que no podían estar simplemente ubicados en la mente o las acciones de un solo individuo, sino que surgieron 
de la interacción de la ideas de las personas que componían el grupo, ya que estas se entrelazaron a partir de acciones 
compartidas, como en una actuación improvisada. [Traducción del autor]. 
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with  careful  reference  to,  the interdependent actions of the others in the group. 
(Martin, Towers & Pirie, 2006, p.156).
3
 (p. 632). 
 
     Al momento de surgir una idea, los integrantes del grupo, de manera conjunta 
(coacción), pueden responder de varias maneras, sea aceptándola (trabajar con o a partir de 
ella), rechazándola (continuar sus actuaciones como si nunca se hubiera sugerido algo) o 
aceptando una parte (mediante la selección de un aspecto de ella para construir, e ignorando 
el resto).  
 
     En conclusión, estos autores ven la coacción como un tipo específico de interacción, 
donde los participantes construyen mutuamente y esta distinción es importante porque 
según Towers & Martin (2006), 
 
(…) collective mathematical understanding is not an automatic or simple occurrence 
whenever two or more people are collaborating or working together. In such cases, 
what is observed may instead be a set of individual understandings occurring 
simultaneously, even though there is a high level of interaction.
4
(p. 633). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                     
3El uso del término coacción como interacción, hace referencia al hecho de que las ideas y acciones de los integrantes del 
grupo actúan de una manera mutua, conjunta. Más precisamente, se utiliza el término coacción como medio para describir 
un tipo particular de acción matemática, uno que si bien, obviamente, en la ejecución puede ser llevado a cabo por un solo 
individuo, es dependiente y está supeditado a las acciones de los otros individuos del grupo. Por lo tanto, una acción 
conjunta o coacción, es una acción matemática que sólo puede ser interpretada de manera significativa a la luz de (y con 
una cuidadosa referencia a) las acciones interdependientes de todos los integrantes  del grupo. [Traducción del autor]. 
 
4
la comprensión matemática colectiva no es un hecho automático ni sencillo siempre que dos o más personas están 
colaborando o trabajando juntas. En estos casos, lo que se observa puede ser un conjunto de crecimientos individuales de 
la comprensión que ocurren simultáneamente, a pesar de que existe un alto nivel de interacción.[Traducción del autor] 
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3.2     Marco Conceptual y Disciplinar 
 
     A los largo de la historia, el desarrollo de las matemáticas se ha visto afectado, por 
tendencias y cambios en los modelos políticos, religiosos, epistemológicos y tecnológicos. 
Su evolución ha tenido varios énfasis dependiendo del lugar geográfico donde se le estudie. 
Por ejemplo, en Grecia el objetivo era la rigurosidad del método de demostración deductivo 
(Elementos de Euclides) mientras que en Egipto se buscaba la diversidad de sus 
aplicaciones en la astrología y arquitectura. Hemos de abordar algunos personajes, las 
épocas y espacios geográficos donde la aritmética y el álgebra tuvieron un desarrollo 
importante a destacar. 
 
3.2.1     Civilizaciones Antiguas: Mesopotamia y Egipto 
 
     Las matemáticas en las civilizaciones primitivas tuvieron un énfasis fuerte en la 
importancia de sus aplicaciones en gran medida dentro del comercio. Se sabe que en 
Mesopotamia ya se usaba un sistema numeración posicional de base 60. 
 
En cuanto a la aritmética, los babilonios representaban los inversos multiplicativos como 
“decimales” sexagesimales y en contados casos las fracciones, debido al cociente entre los 
números primos y el 60. Para los casos de “decimales” sexagesimales periódicos se usaban 
tablas semejantes a las del seno y el coseno de un ángulo en Grecia. 
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     Los babilonios usaban tablas de números cuadrados, cúbicos, y de raíces cuadradas y 
cúbicas; donde las raíces inexactas se aproximaban. La raíz cuadrada aparece al momento 
de medir la diagonal de un rectángulo de dimensiones dadas. 
 
 
     En cuanto al álgebra y la geometría, ramas de las matemáticas inseparables por aquellos 
días, se han encontrado textos donde se enuncian problemas típicos como el de hallar un 
número tal que sumado a su inverso dé un número dado.  Este problema implica manejar de 
cierta forma la ecuación de segundo grado, excluyendo las posibles soluciones negativas 
dado que no conocían los enteros negativos. Según Kline (1992)  
 
A pesar de que en las tablillas sólo aparecían ejemplos concretos, la mayoría de ellos 
sin duda intentaba ilustrar un método general para las ecuaciones cuadráticas; los 
casos de problemas algebraicos más complicados se reducían por medio de 
transformaciones a otros más sencillos. (p. 26). 
 
 
     Las ecuaciones se usaban con frecuencia, dado que se han encontrado problemas 
resueltos con hasta diez ecuaciones con diez incógnitas, la mayoría de ellas lineales. En 
relación a su lenguaje, los problemas algebraicos se redactaban y solucionaban de una 
manera netamente verbal, sin usar símbolos en particular.  
Según Kline (1992):  
 
A menudo aparecen las palabras us (longitud), sag (anchura) y asa (área) utilizadas 
para representar las incógnitas, no porque dichas incógnitas representen 
necesariamente tales cantidades geométricas, sino probablemente porque muchos 
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problemas algebraicos surgieron de situaciones geométricas y la terminología 
geométrica acabó por imponerse como terminología corriente. (p. 27). 
 
 
     En conclusión, en la matemática babilónica no se encuentra ni el concepto de 
demostración ni una estructura lógica que contuviera diversas proposiciones o teoremas 
para ir alimentando dicha estructura, sino más bien una serie de técnicas efectivas para 
resolver problemas y con eso bastaba. 
 
 
     Por otro lado, en la civilización egipcia, ajena a vaivenes políticos y culturales, se 
desarrolló una matemática basada fuertemente en la geometría. Su escritura era hierática 
(jeroglífica) y su sistema de numeración de base 10 y aditivo en cuanto, dependiendo del 
orden de los símbolos, se sumaban o se restaban. 
 
 
     La aritmética egipcia era concomitante a su geometría, de tal forma que no se hace 
distinción alguna entre ellas, además, la aritmética se reducía casi que a sumar y a restar, 
pues la multiplicación y la división se asumían como procesos de suma y resta consecutivas 
respectivamente. Según Kline (1992) 
 
Los egipcios efectuaban las cuatro operaciones aritméticas confracciones utilizando 
las fracciones unitarias. Los frecuentes y complicados cálculos con fracciones fueron 
sin duda una de las razones de que los egipcios no llegaran a desarrollar nunca una 
aritmética ni un álgebra avanzadas. (p. 39). 
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     Los problemas que implicaban ecuaciones lineales se solucionaban siguiendo métodos 
puramente aritméticos y no se trascendían a un tema general como solución de ecuaciones. 
Dichos problemas aparecen enunciados verbalmente acompañados de instrucciones para 
resolverlos, así como lo que se entiende hoy sobre seguir una fórmula. De lo anterior, 
resulta un álgebra tan restringida que prácticamente no usaban ningún simbolismo. (Kline, 
1992; p. 41). 
 
 
     Por último, se ignora si los egipcios reconocieron el teorema de Pitágoras como tal, pero 
se dice que sus agrimensores usaban la primera de las ternas  pitagóricas para establecer 
ángulos rectos, a pesar que no esté confirmado en ningún documento (Kline, 1992; p. 41). 
 
 
     Antes de los aportes griegos a la matemática, ésta no se concebía como ciencia 
cultivable fuera de sus aplicaciones, carente en su mayor parte de simbolismos, Además, 
según Kline (1992): 
 
Se trataba de una herramienta en forma de reglas simples y desconexas, que 
respondían a problemas de la vida diaria, aunque ciertamente nada se hizo en 
matemáticas que alterase o afectase la forma de vida. A pesar de que la matemática 
babilonia fue más avanzada que la egipcia, casi lo mejor que se puede decir de ambas 
es que mostraron cierto vigor, si no rigor, y más perseverancia que brillantez. (p. 46). 
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3.2.2      
 
Civilización Griega: Desarrollo del álgebra como rama de las 
matemáticas 
 
     Puede considerase a los Elementos de Euclides como un importante aporte a la ciencia a 
través de la historia, dado su rigor metódico y transcendencia para el desarrollo de 
emergentes ramas de las matemáticas, que fueron independizándose del enfoque 
geométrico del número para dar paso a nuevos enfoques como el aritmético propiamente y 
el algebraico.  
 
 
     Euclides usaba letras para representar o nombrar objetos geométricos, pero no para 
representar cantidades. El uso de su aritmética estaba dirigido a apoyar su aparato 
geométrico-deductivo. Más adelante, Nicómaco en su libro Introductio Arithmetica, trata la 
aritmética como una teoría de números y sin basarse en la geometría. Mientras Euclides 
consideraba el número como la longitud de una línea, en Nicómaco su uso representaba 
cantidades de objetos y además utilizó siempre palabras, mientras que Euclides empleaba 
una letra (para un punto) o dos (para segmentos). Nicómaco consideraba sólo números 
enteros o razones entre los mismos (fracciones) para discutir las distintas categorías y 
proporciones. Su trabajo buscaba mostrar  ejemplos que ilustraran y explicaran sus 
afirmaciones, pero no hay ningún apoyo a las mismas; de ahí que no utilizara el método 
deductivo de demostración. 
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     Pero con Diofanto, varias cosas cambiaron para el rumbo de las matemáticas, pues en su 
Arithmetica  expone un compendio de problemas independientes donde el autor sí da 
muestras de usar el método deductivo de demostración e introduce su propio simbolismo 
algebraico. Diofanto llamó a la incógnita el número del problema y usaba un nombre 
específico para las potencias del mismo como por ejemplo x
2
 para el cuadrado de dicho 
número y x
3
 para el cubo del mismo. (Kline, 1992, p.192) 
 
 
     Los aportes de Diofanto a la matemática Alejandrina se pueden resumir así: 
 
 Diofanto llegó a usar hasta la sexta potencia de la incógnita rompiendo la tradición 
Euclidiana de abordar hasta la tercera potencia de un número ya que carecía de 
sentido geométrico una superior; todo esto porque dentro de la pura aritmética, 
potencias de un número superiores a 3 sí tienen sentido. 
 
 Por el uso de símbolos, al Álgebra de Diofanto se le llama sincopada, mientras que 
la de los egipcios, babilonios, Herón y Nicómaco se le llama retórica por su 
lenguaje natural carente de símbolos en las cantidades desconocidas y en las 
operaciones. Además, las soluciones de Diofanto a los problemas las hace en texto 
corrido y no apela a ningún argumento geométrico para validar sus proposiciones o 
tesis. 
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 Dentro del tratamiento numérico-irracional, mientras que Arquímedes acota sus 
soluciones cuando hay radicales de por medio, Diofanto las rechaza, además de las 
raíces negativas e imaginarias, y más bien ajusta la ecuación para que las soluciones 
sean números racionales, los cuales no trata como razones entre dos enteros sino 
como números en sí. 
 
 
     Lo importante a destacar en el álgebra de Diofanto es su tratamiento del simbolismo en 
las cantidades y su afán por resolver ecuaciones indeterminadas. No buscó clasificar sus 
problemas ni darles soluciones generales sino proveer soluciones correctas. 
 
 
     Mientras la matemática de la Grecia clásica tuvo una estructura axiomática, cuyo uso, 
acompañado del método deductivo, permitió estructurar las bases de la geometría 
euclidiana, en la Grecia Alejandrina hubo un intento por estructurar las nuevas miradas de 
la aritmética y el álgebra ya que la solución a los problemas buscaba mostrar cómo “hacer 
las cosas”, cómo proceder para llegar a la solución. (Kline, 1992, p. 198). 
 
 
3.2.3     Los Hindúes y los Árabes 
 
     Las matemáticas hindúes se vieron influencias por el avance de la civilización griega en 
esta ciencia. En el llamado periodo alto, la notación posicional en base 10 se volvió 
habitual, el cero fue aceptado como cualquier otro número y el uso de números negativos 
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era frecuente en asuntos de deudas y los positivos para activos. Además de lo anterior, los 
hindúes comenzaron a operar adecuadamente números irracionales como si se tratase de 
números enteros. Kline (1992) afirma que “Al aplicar alegremente a los irracionales 
métodos semejantes a los usados en los racionales ayudaron al progreso de las matemáticas. 
Además toda su aritmética fue completamente independiente de su geometría.” (p.252). 
 
 
     En cuanto al álgebra, los hindúes usaron abreviaturas para describir palabras y algunos 
símbolos para indicar las operaciones. Cuando se trataba de incógnitas se usaban los 
nombres de los colores para denotarlas, excepto la primera que sí se le llamaba incógnita. 
Según Kline (1992) 
 
Este simbolismo, aunque no era exhaustivo, era suficiente para que se pueda clasificar 
el álgebra hindú como cuasisimbólica, y en realidad lo era más que el álgebra 
sincopada de Diofanto. Los problemas y sus soluciones se escribían en este estilo 
cuasisimbólico. Sólo se daban los pasos y no iban acompañados de justificaciones ni 
demostraciones. (p. 252). 
 
     Por otra parte, los hindúes sabían que las ecuaciones cuadráticas tenían dos raíces e 
incluían las negativas y las irracionales; usaban la completación de cuadrados y trabajaron 
ecuaciones indeterminadas. Las aplicaciones del álgebra se enfocaron a la astronomía, sin 
dejar de lado el comercio. 
 
 
     En cuanto a los árabes, con su civilización expandida por oriente, Egipto, Bizancio y la 
península ibérica, se inclinaron por cultivar las artes y las ciencias y con esto se pudo 
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posibilitar un avance significativo en el desarrollo de la matemática en cuanto al álgebra y 
la aritmética.   
 
 
     En aritmética, tomaron los símbolos numéricos de los hindúes y su notación posicional 
para representar los enteros, e introdujeron la barra en la notación para fracciones. También 
trabajaron libremente con los irracionales pero rechazaron los números negativos. 
 
 
     En álgebra, contribuyeron con el nombre propio de álgebra al acto o arte de equilibrar 
una ecuación por medio de lo que hoy llamaríamos transposición de términos. Pero 
frenaron su avance al no trascender el álgebra retórica de Diofanto. El matemático más 
influyente para la posteridad sería al-Khowarizmi, quien ejecuta algunas operaciones al 
estilo de Diofanto y en consonancia con éste, usa nombres específicos para las potencias y 
la incógnita la llama “cosa” o “raíz” de la indeterminada. Según Kline (1992): 
 
Pese a que los árabes dan soluciones algebraicas de las ecuaciones cuadráticas, 
explican o justifican sus procesos geométricamente. Sin duda están influidos por la 
confianza que tenían los griegos en el álgebra geométrica: a la vez que aritmetizaban 
el problema, debían pensar que la demostración había que hacerla con métodos 
geométricos. (p. 261). 
 
 
     Además, según este mismo autor, “la resolución de ecuaciones cúbicas con el uso de 
intersecciones de cónicas es el mayor avance hecho por los árabes en álgebra” (Kline, 
1992; p. 264). 
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3.2.4     Edad Media en Europa 
 
     El estancamiento que tuvo el desarrollo de la ciencia durante la edad media (400 d.C.-
1100 d.C.),se debió al poco interés prestado por la cristiandad hacia el mundo físico y la 
matemática no estuvo exenta también de tropiezos debido a esto. En este periodo medieval 
se enseñaba el quadrivium que incluía la aritmética (ciencia de los números puros), la 
música (como aplicación de los números), la geometría (estudio de las magnitudes longitud, 
superficie y volumen en reposo), y la astronomía (estudio de las magnitudes en 
movimiento). 
 
 
     Durante la baja edad media, comenzaron a darse brotes de rebeldía en torno a la rígida 
perspectiva cristiana frente al conocimiento de la naturaleza y demás ciencias. Leonardo de 
Pisa (1170-1250), también llamado Fibonacci, publicó un libro de gran influencia donde 
promovía la notación árabe para los números enteros y racionales, raíces cuadradas y raíces 
cúbicas. En cuanto al álgebra, siguió la línea de los árabes en el uso de palabras en vez de 
símbolos. 
 
 
     Como se puede apreciar, el avance teórico de las matemáticas fue mínimo, y mucho más 
el de la aritmética y el álgebra. 
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3.2.5     Matemática en el Renacimiento y Siglos XVI y XVII  
 
     El Renacimiento se destaca por el resurgir de la promoción a las ciencias y las artes 
desde una perspectiva griega y las matemáticas no se quedan atrás. De acuerdo con Kline 
(1992): 
 
El énfasis pitagórico-platónico sobre las relaciones cuantitativas como esencia de la 
realidad se hizo dominante en forma gradual. Copérnico, Kepler, Galileo, Descartes, 
Huygens y Newton eran, en este aspecto pitagóricos, y mediante su trabajo, 
establecieron el principio de que el objetivo de la actividad científica debe ser la 
obtención de leyes matemáticas cuantitativas. (p. 294). 
 
 
     El avance de las matemáticas se dio más en términos de la concepción de ciencia, pues 
las matemáticas, como en la antigua Alejandría, se asumieron como fuente de saber y 
promoción de los posteriores desarrollos en tecnología.  
 
     Algunas características y desarrollos del Renacimiento en álgebra y aritmética son: 
 La incógnita sigue llamándose “cosa”. 
 Se acepta el cero como número. 
 Los números irracionales se usan con libertad, así como las fracciones continuas. 
 La mayoría de los matemáticos no aceptaban los números negativos como números 
reales. 
 Los números complejos eran objetos de discusión. 
 Nacimiento de la geometría analítica por parte de Descartes, a partir de la necesidad 
de probar teoremas de geometría usando álgebra. 
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 Se desarrolla el trabajo con los logaritmos por parte de John Napier. 
 Pascal inventa la calculadora para sumar. 
 Francois Vieta usa letras sistemáticamente para representar incógnitas y coeficientes  
 Se introdujo un mejor simbolismo. Los símbolos +, -, x, =, (), , comenzaron a 
usar como en la actualidad. 
 Solución a ecuaciones cúbicas por parte de Cardano y Tartaglia y desarrollo de la 
teoría de ecuaciones. 
 Aparición del teorema del factor, el binomial y entrada en vigor del método de 
demostración por inducción matemática 
 Trabajo sobre la teoría de números por Pierre de Fermat. 
 
 
3.2.6     Siglos XVIII, XIX y XX 
 
     Dentro de los avances en aritmética y geometría en los siglos XVIII y XIX, se destacan 
los trabajos realizados por Euler, Gauss, Abel y Galois. En la obra de Euler es posible 
observar avances en casi todos los campos de la matemática que había hasta el siglo XVIII 
donde hizo aportaciones a la teoría de números y elaboró la teoría de grafos, además 
introdujo notaciones que hasta hoy son usadas como, por ejemplo: 
 f(x): para la función matemática. 
 ∑: para las sumatoria. 
 e: para indicar la base del logaritmo natural o neperiano. 
 i: para la unidad imaginaria. 
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     Por otra parte, la obra de Gauss en lo que respecta a la aritmética y el álgebra es 
monumental; sus aportes a la teoría de números y análisis matemático son notorios y 
permitieron el surgimiento del teorema de divergencia y el método de los mínimos 
cuadrados para el cálculo de órbitas planetarias, así como el desarrollo de la aritmética 
modular, hechos que reflejan su interés por la aritmética, a la cual consideraba la reina de 
las matemáticas. Por otra parte, Gauss proporcionó la primera prueba sobre el teorema 
fundamental del álgebra, aunque su demostración no es válida bajo los métodos de rigor 
modernos. 
 
     Los trabajos de Galois y Abel son determinantes para el desarrollo posterior de la teoría 
algébrica en general. Por ejemplo, Abel probó que, en términos de sus coeficientes, no es 
posible ninguna fórmula para hallar los ceros de todos los polinomios generales de grado 
mayor o igual a 5, al igual que introdujo los conceptos de cuerpo y polinomio irreducible en 
un cuerpo dado. Mientras que Galois introdujo su teoría de resolubilidad de ecuaciones por 
radicales y propuso la actual ecuación polinómica general. 
Según Kline (1992): 
 
El centro escénico del álgebra a principios del siglo XIX lo ocupada la solución de 
ecuaciones polinomiales. Durante este periodo, Galois resuelve definitiva y 
comprensiblemente el problema general referente a qué ecuaciones se resuelven 
mediante operaciones algebraicas. No solamente creó el primer cuerpo coherente 
de teoría algebraica, sino que además introdujo nuevas nociones que habrían de 
desarrollarse en otras teorías algebraicas con mayor posibilidad de aplicación. En 
particular, los conceptos de grupo y cuerpo surgieron de sus investigaciones y las 
de Abel. (p. 992). 
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     Del siglo XX a la actualidad se han desarrollado estudios en aritmética y álgebra que 
están en estrecha relación con la axiomatización de la aritmética cuyo cimiento se 
encuentra en los postulados de Peano, y la axiomatización del álgebra que se encuentra en 
el álgebra abstracta. Además de lo anterior, se viene estudiando y desarrollando el álgebra 
lineal, el álgebra de Boole, el álgebra de Lee, la geometría algebraica, el álgebra 
homológica; todos con importantes aportes a las demás ciencias. 
 
 
3.2.7     Conclusión 
 
     Como puede observarse, el papel de la geometría en el vínculo entre álgebra y aritmética 
ha sido de gran importancia a lo largo de la historia. Así mismo, la posibilidad de 
generalización a partir de casos particulares (proceso inductivo), de particularizaciones a 
partir de características generales (proceso deductivo) y los razonamientos asociados a la 
generación de hipótesis o conjeturas que den cuenta de hechos o problemas matemáticos 
(proceso abductivo), tienen una estrecha relación con el paso del pensamiento numérico al 
variacional, paso que en muchos casos tiene como herramienta auxiliar la visualización a 
partir de figuras o la representación por medio de elementos métricos o geométricos. 
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3.3     Marco Legal 
 
 
     Dentro de los referentes curriculares auspiciados por el Ministerio de Educación 
Nacional como los Lineamientos Curriculares en Matemáticas, son destacados  los 
elementos que inciden en una reconceptualización de la educación matemática como la 
conexión del conocimiento matemático con la vida social de los hombres, y que sirve como 
herramienta de justificación para toma de decisiones dentro de una colectividad. Este poder 
justificador de las matemáticas se compone de abstracciones, demostraciones y 
aplicaciones bien estructuras debido a su rigor metódico. (MEN, 1998; p. 12). 
 
     Dentro de la educación matemática se resalta una mirada constructivista de la enseñanza 
y el aprendizaje con un enfoque sistémico e histórico de las matemáticas. En cuanto a su 
enseñanza, la transposición didáctica hace su entrada como el paso de un contenido de 
saber preciso a una versión didáctica de ese objeto de saber y donde el trabajo del alumno y 
el profesor se caracterizan por su dinamismo.  
 
     La actividad del estudiante resulta primordial pues 
 
No hay “objeto de enseñanza”, sino “objeto de aprendizaje”; a partir de las estructuras 
que ya posee, de sus concepciones previas, el sujeto construye nuevos significados del 
objeto de aprendizaje, los socializa, los contrasta con los significados de otros y con el 
conocimiento disciplinar socialmente aceptado.(MEN, 1998; 16). 
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     El estudiante debe verse inmerso en condiciones parecidas a las que tuvo el matemático 
al momento de hacer sus descubrimientos o estudios. 
 
     Teniendo en cuenta que el protagonista de una clase es el estudiante, el profesor tiene 
como función 
 
 Imaginar y proponer a los alumnos situaciones que puedan vivir y en las que los 
conocimientos van a aparecer como la solución óptima y descubrible en los 
problemas planteados. 
 Hacer recontextualización y repersonalización de los conocimientos en tanto 
reflexión sobre su práctica pedagógica. 
 Organizar la clase como una micro sociedad científica donde sus integrantes 
“reinventan” las matemáticas en cuanto que los estudiantes piensan, discuten y 
proponen sus alternativas de solución a los diferentes problemas a los que se 
enfrentan. 
 Usar la Historia de las Matemáticas no como una recopilación de anécdotas para 
presentarlas ocasionalmente en clase sino como una actividad orientadora de la 
clase en tanto que sirve para contextualizar los temas y los problemas. 
 
 
     Este último aspecto, es de gran relevancia en este trabajo, ya que hallar los precedentes 
más importantes para lo que hoy conocemos como álgebra o pensamiento algebraico o 
variacional, lleva a organizar la ruta para una estructuración de los contenidos de la 
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aritmética ofrecidos desde la escuela y enmarcados en los estándares de competencias 
matemáticas. Dicha estructuración va de la mano con un adecuado trabajo en resolución de 
problemas, pues así mismo, el matemático soluciona problemas para reflexionar sobre los 
mismos y hacer sus aportaciones al campo conceptual de su disciplina o campo de saber.  
 
 
     Dado que las matemáticas dota de propiedades intelectuales a quien las usa como 
herramienta para resolver sus propios problemas o situaciones hipotéticas, el trabajo del 
profesor debe consistir en posibilitar los espacios para que sus estudiantes logren un 
mínimo de conceptos básicos a través de situaciones problémicas, sean hipotéticas o reales. 
Las situaciones problémicas tienen dos fases: su planteamiento y su resolución. Si bien la 
resolución es importante y conlleva a un aumento de la motivación y seguridad con que se 
afrontan otras situaciones, el planteamiento supone inventarse una situación problémica, 
hacerse preguntas sobre esa situación antes y luego de ser resuelta. En este último aspecto, 
dejar una o varias preguntas luego de ser resuelta una situación problémica, abre la puerta a 
la adquisición de nuevos conceptos, pues queda una inquietud acerca de cómo resolverla, 
cómo atacarla y qué necesita para afrontarla. 
 
 
     Dentro de la estructura curricular propuesta por el MEN (1998), se defiende la idea de 
abordaje de la enseñanza-aprendizaje de las matemáticas bajo las dimensiones de contexto, 
procesos generales y conocimientos básicos. Dichas dimensiones deben ser desarrolladas 
por medio de situaciones problemáticas teniendo en cuenta sus saberes previos y sus 
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intereses o expectativas frente a las matemáticas, pues estos últimos condicionan 
poderosamente el avance en su aprendizaje 
 
 
Según el MEN (1998): 
 
El  acercamiento  de  los  estudiantes  a  las  matemáticas, a través de situaciones 
problemáticas  procedentes  de  la  vida diaria,  de  las  matemáticas  y  de  las  otras  
ciencias  es  el  contexto  más  propicio  para  poner  en  práctica el aprendizaje activo,  
la  inmersión  de  las  matemáticas  en  la  cultura,  el  desarrollo  de  procesos  de  
pensamiento  y  para  contribuir significativamente tanto al sentido como a la utilidad 
de las matemáticas. (p. 24). 
 
 
     En este sentido, las situaciones problemáticas son un elemento potente para estimular el 
desarrollo del pensamiento matemático de los estudiantes. Así mismo, el planteamiento y 
resolución de problemas: 
 
 Propicia la autonomía para solucionar los propios problemas. 
 Supone una atracción pues puede tornarse divertido, estimulante, satisfactorio, 
autorrealizador y creativo. 
 Pone a pensar sobre el propio proceso de pensamiento con el fin de mejorarlo 
conscientemente. 
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     Al avanzar el desarrollo del pensamiento numérico, el uso estratégico de las operaciones 
junto con el tanteo y la estimación entran a jugar un papel importante en la resolución de 
problemas de índole aritmético. Además de lo anterior, se posibilita una reflexión 
matemática sobre la o las respuestas y se adquieren elementos para considerar o construir 
alternativas de solución al mismo problema. 
 
 
     En la mayoría de las actividades de la vida diaria la aritmética está presente, pues no hay 
operación más frecuente y necesaria que contar o medir algún tipo de magnitud continua o 
discreta. De acuerdo con los Estándares  Curriculares  y  de  Evaluación para la Educación 
Matemática (citado por MEN 1998, p. 34): 
 
La finalidad de los cálculos es la resolución de problemas. Por lo tanto, aunque el 
cálculo sea importante para las matemáticas y para la vida diaria, la era tecnológica en 
que vivimos nos obliga a replantear la forma en que se utiliza el cálculo hoy día. Hoy 
casi todos los cálculos complejos los  hacen  las  calculadoras  y  los  computadores.  
En  muchas  situaciones  de  la  vida  diaria,  las  respuestas  se  calculan mentalmente  
o  basta  con  una  estimación,  y  los  algoritmos  con  lápiz  y  papel  son  útiles  
cuando  el  cálculo  es razonablemente simple. (NCTM, 1989). 
 
 
     El pensamiento numérico va evolucionando en la medida en que los estudiantes tienen la 
oportunidad de usar números en contextos significativos para ellos. Pensar numéricamente 
implica primero asociar las situaciones, cualquiera que ellas fueren, con números y 
vincularlos con alguna operación. El cálculo mental, así como el escrito, son esenciales 
para un desarrollo armónico del pensamiento matemático y en el caso del uso de 
algoritmos, es importante que reflexione sobre las respuestas, pues es pensando en éstas 
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que se  asimila la importancia del algoritmo. Es de tener en cuenta que, dentro de la 
enseñanza, un algoritmo puede suponer un punto de partida o un punto de llegada, pero si 
tenemos en cuenta el desarrollo de la Historia de las Matemáticas, preferiblemente debería 
ser lo segundo, pues supone una construcción, producto o modelo matemático fijo 
dependiendo de la situación, dado que ese es su objetivo: proveer los pasos seguros para 
llegar una respuesta o solución.  
 
 
     El MEN (1998, p. 26) propone los siguientes indicadores para hacer el seguimiento del 
proceso de maduración del pensamiento en nuestros estudiantes: 
 
 Uso flexible de las operaciones en la formulación y resolución de problemas 
teniendo en cuenta el contexto del problema y el cálculo necesario. 
 Asociación de la palabra número con un doble significado: distinción de un objeto 
que tiene la misma categoría que los restantes, y la representación de la cantidad de 
objetos de una colección. 
 La destreza misma de contar de a unidades, por pares, ternas, etc. 
 El uso de estrategias numéricas alternativas en la solución de un problema 
constituye un indicador de sentido numérico. 
 Uso consciente y estratégico del valor posicional de las cifras en un número. 
 
     Y como estrategias metodológicas nos invita a  
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 Dar oportunidad de que los estudiantes usen materiales físicos y permitirles que 
expresen reflexiones sobre las acciones que realizan. 
 Dar a conocer y trabajar diferentes tipos de problemas verbales. 
 En cuanto a la multiplicación, es importante estudiar varios de sus modelos para que 
así los estudiantes les aprecien virtudes y limitaciones. 
 Trabajar problemas donde sea necesario el uso de una operación como inversa de 
otra. 
 Incluir en la preparación de la clase, situaciones donde se desarrollen destrezas tales 
como el cálculo mental, la aproximación, la estimación, el uso de calculadoras (para 
cantidades grandes o complejas). 
 
      
     El pensamiento  numérico  maduro supone reconocer que generalmente es posible 
encontrar una alternativa para llegar a la solución de un problema. El uso consciente y 
flexible de los números a partir de sus operaciones acorta las distancias entre el enunciado 
del problema y su solución. Formar en el hábito de reflexionar sobre la respuesta obtenida 
es una apuesta por que los estudiantes comparen diferentes métodos y con ello desarrollen 
más su pensamiento matemático. 
 
 
     En cuanto al álgebra, en los Lineamientos (MEN, 1998) se considera que 
 
“(…)  en  un  primer  momento  generaliza  patrones  aritméticos  y  posteriormente  se 
constituye en una potente herramienta para la modelación de situaciones de 
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cuantificación y de diversos fenómenos de variación  y  cambio,  es  por  ello  que  
debe  involucrar  entre  otros  aspectos  el  uso  comprensivo  de  la  variable  y  sus 
diferentes significados.” (p. 17). 
 
 
     El paso del pensamiento numérico al pensamiento variacional constituye un avance en el 
modo de pensar los problemas, pues ya no es tanto el llegar a una solución numérica de la 
situación sino cómo lograr generalizar la situación para cualquier valor que pudiere variar 
en el enunciado. Así, el desarrollo del pensamiento variacional es un proceso en el cual el 
sujeto hace uso de la variable para reflexionar sobre un fenómeno numérico o natural. De 
acuerdo con nuestros lineamientos curriculares en matemáticas, el uso de tablas es una 
buena opción para iniciar al estudiantado en el campo de la variación, ya que la 
información tabulada supone un trasfondo aritmético importante, por cuanto los datos en 
ella consignados, son números que representan magnitudes y que a su vez, éstas dependen 
de otras u otras dependen de ellas. 
 
La organización de la variación en tablas, puede usarse para iniciar en los  estudiantes  
el  desarrollo  del  pensamiento  variacional  por  cuanto  la  solución  de  tareas  que  
involucren  procesos  aritméticos, inicia también la comprensión de la variable y de las 
fórmulas. (…) Adicionalmente la tabla se constituye en un elemento para iniciar el 
estudio de la función, pues es un ejemplo concreto de  función  presentada  
numéricamente. (MEN, 1998, p. 50.). 
 
 
     Las situaciones problemáticas deben ser debidamente seleccionadas o adaptadas para 
que generen en el estudiante una necesidad de tantear con las tablas construidas por él 
mismo a partir de valores enteros de la variable con el fin de ir dando paso a valores reales, 
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y que al irla cargando de datos, deduzca información importante dirigida a la solución de 
dicha situación.  
 
 
     La resolución y planteamiento de situaciones problemáticas, debe constituirse en eje de 
toda la educación matemática, pues es con este proceso general que se da la oportunidad al 
estudiante manipular objetos matemáticos, ganar confianza en sí mismo, divertirse con su 
propia actividad mental y adquiera destrezas para razonar matemáticamente bien. (Miguel 
de Guzmán, citado por MEN, 1998, p. 24). 
Finalmente, aspectos como: 
 
 Formulación de problemas desde las matemáticas y para las matemáticas. 
 Creación de alternativas para resolver problemas. 
 Verificación de resultados a la luz de un enunciado. 
 Generalización del procedimiento para ciertos tipos de problemas. 
 Desarrollo de la autoconfianza para afrontar nuevos retos. 
constituyen un norte al momento de dirigir la enseñanza de contenidos específicos del área 
de matemáticas en el planteamiento y resolución de problemas. 
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4. DISEÑO METODOLÓGICO 
 
      
     La presente monografía se centra en describir los procesos de comprensión del 
conocimiento matemático en relación al paso del pensamiento numérico al variacional; por 
tal motivo, es apropiado elegir como metodología de investigación el enfoque cualitativo 
apoyado en un estudio de caso, en vista de que este enfoque permite realizar un estudio a 
profundidad y determinar las características principales, así como las situaciones que 
pueden emerger en el proceso que se estudia. Esta postura se encuentra respaldada por 
Stake (1999), para quien “Lo característico de los estudios cualitativos es que dirigen las 
preguntas de la investigación a casos o fenómenos, y buscan modelos  de relaciones 
inesperadas o previstas.”(p. 45). 
 
 
     Así mismo, en relación a las hipótesis dentro de los estudios de corte cualitativo, 
Hernández, Fernández y Baptista (2010), afirman que: 
 
(…) durante el proceso, el investigador va generando hipótesis de trabajo que se 
afinan paulatinamente conforme se recaban más datos, o las hipótesis son uno de los 
resultados del estudio (Henderson, 2009). Las hipótesis se modifican sobre la base de 
los razonamientos del investigador y, desde luego, no se prueban estadísticamente. 
Las hipótesis de trabajo son pues, generales o amplias, emergentes, flexibles y 
contextuales, se adaptan a los datos y avatares del curso de la investigación. (p. 370). 
 
 
     El análisis de la información se realizará aplicando el método de estudio de casos, puesto 
que éste permite contrastar las observaciones de los diferentes procesos que son 
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desarrollados por los estudiantes durante la implementación del módulo de aprendizaje con 
los elementos teóricos que sirven de marco para el estudio de la comprensión, 
concretamente el modelo PK. En palabras de Stake (1999):  
 
Así pues, se considera que el caso, la actividad y el suceso son únicos, a la vez  que 
comunes.  La  comprensión  de cada  uno  de  ellos exige  comprender otros casos, 
otras actividades y otros sucesos, pero también comprender la unicidad de cada uno. 
La unicidad no se establece particularmente comparándola en un número de variables 
-podrían existir pocas posibilidades de que una se alejara de la norma- sino que las 
personas próximas al caso lo entienden, en muchos sentidos, como algo sin 
precedentes e importante, en otras palabras, como una unicidad decisiva. (p. 47). 
 
 
     De acuerdo con lo anterior, la metodología que se ha escogido se justifica, dado que el 
presente estudio pretende principalmente describir el proceso de la comprensión de 
conceptos en el paso del pensamiento numérico al pensamiento variacional, y mediante el 
cual, los estudiantes se ubican en un estrato determinado o se movilizan a un estrato 
superior, dentro del modelo de Pirie y Kieren. 
 
 
4.1     El módulo de aprendizaje 
 
 
     Dentro de la Didáctica de las Matemáticas, se han propuesto diferentes objetos que 
permitan ir desarrollando secuencialmente la enseñanza de los conceptos. Dentro de ellos 
se desatacan el módulo de instrucción de Van-Hiele para la geometría, las unidades de 
enseñanza potencialmente significativa (UEPS) de Ausubel y Moreira, y en el presente 
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trabajo, el módulo de aprendizaje, como una variación de los módulos de instrucción 
propuestos por Van-Hiele. 
 
 
     En palabras de Zapata y Sucerquia (2009), refiriéndose a su módulo de aprendizaje: 
 
El módulo de instrucción propuesto contiene un conjunto de actividades, cada una de 
ellas referidas en las diferentes fases de aprendizaje, las cuales a su vez, hacen 
énfasis en el aspecto visual geométrico del concepto de convergencia de una serie 
inﬁnita. Dado esto, el diseño de las actividades es una tarea minuciosa y delicada, ya 
que la pretensión última, en el trabajo de investigación, es lograr que un estudiante 
adquiera un avanzado nivel de razonamiento y esto es posible, si el estudiante al 
término de las fases logra la integración entre el concepto imagen y el concepto 
definición de la convergencia de una serie inﬁnita. (p. 58). 
 
 
     El módulo de instrucción se asemeja al de aprendizaje en sus componentes, aunque éste 
último hace hincapié en el sujeto que aprende y se desarrolla en una secuencia de 
actividades de donde se da cuenta el paso de un estudiante por diferentes niveles. De 
acuerdo con lo anterior, el modelo PK se ajusta a las características del módulo de 
aprendizaje, debido a que dentro del modelo Van-Hiele se habla de niveles de aprendizaje, 
mientras que en PK se refiere a niveles de comprensión. En ambos modelos, se busca 
estratificar la comprensión y para hacerle seguimiento al avance, se recurre al diseño de 
descriptores por nivel que posibilita la ubicación dentro de un determinado estrato al sujeto 
dicente. 
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4.1.1     Presentación y secuencia del módulo de aprendizaje 
 
 
     El módulo de aprendizaje tuvo como objetivo principal servir de instrumento para 
favorecer el paso del pensamiento numérico al algebraico, a partir de la adquisición de 
lenguaje matemático, en especial el lenguaje algebraico, a través del lenguaje natural. Así, 
este módulo concentró la comunicación como proceso general de la actividad matemática y 
tomó en concreto contenidos como área y perímetro de algunos polígonos, sucesiones, así 
como algunos aspectos iniciales de evaluación de funciones lineal y cuadrática de una 
variable. 
 
 
     Las actividades del módulo consistían en cuestionarios y contenían el aporte de 
información necesario para resolver las diferentes preguntas. Además, dichas actividades 
fueron revisándose a medida que se iban implementando y de acuerdo a cómo iban 
respondiendo los estudiantes. Por ejemplo, las actividad 2 contiene un fuerte componente 
numérico para apoyar la superación de las dificultades que se evidenciaron en los 
estudiantes en la actividad 1. 
 
 
     Al principio, se hizo un test inicial (actividad 0), a modo de diagnóstico, para determinar 
el nivel inicial de los estudiantes en pensamiento numérico y variacional. Dicha actividad 
fue de carácter individual y sirvió para definir la intencionalidad de las preguntas de 
actividades posteriores. 
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     Como se mencionó anteriormente, las actividades 1 y 2 contenían un componente 
principalmente numérico y tenían como tema el significado operativo de algunas palabras. 
En concordancia con lo anterior, el objetivo de dichas actividades fue identificar las 
operaciones básicas necesarias para resolver un problema matemático, según palabras clave 
que contenga su enunciado. La consecución del objetivo citado es de vital importancia para 
abordar las actividades posteriores, ya que en dichas actividades, el lenguaje algebraico 
hace presencia para representar enunciados en lenguaje natural. 
 
 
La actividad 3 busca que los estudiantes adquieran elementos básicos del lenguaje 
algebraico a partir de enunciados simples para plantear ecuaciones. Esta actividad contiene 
además preguntas sobre evaluación de funciones y una introducción a las sucesiones que en 
las actividades 4 y 5 se tratan a profundidad. Por otra parte, la actividad 3 indaga por el 
manejo de expresiones algebraicas como reducción de términos semejantes, producto de 
monomios y factor común. 
 
 
     La actividad 4 es una guía para la introducción de sucesiones y busca servir de 
preámbulo a la actividad 5 que contiene además de sucesiones, problemas con las mismas 
para aplicar avances en términos de generalización. Así, el objetivo de la actividad 5 es 
aplicar en la solución de problemas, los elementos de razonamiento adquiridos en la 
deducción del término general de una sucesión en la actividad 4
5
. 
 
                                                     
5
Todas las actividades se encuentran en los anexos. 
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4.1.2     Los participantes 
 
     La implementación del módulo de aprendizaje se hizo en los dos grupos de octavo grado 
de la Institución educativa Mariano de Jesús Eusse, cada uno de 36 estudiantes, con edades 
entre 14 y 15 años, y donde un 70% habita en la zona urbana del municipio de Angostura. 
La jornada escolar de la institución Educativa es de 7:00 a.m. a 1:00 p.m. con un descanso 
de media hora, luego de las tres primeras clases. 
 
 
     Las actividades del módulo se implementaron durante el segundo periodo del año en 
curso, cinco días a la semana en clase de matemáticas. Dichas actividades se realizaron en 
grupos de 3 integrantes donde cada uno debía tener una adecuada actitud para plantear 
preguntas y resolver las que se proponía en cada cuestionario, para así participar 
activamente de la posterior socialización. La actividad 4 se desarrolló en clase y fuera de 
ella; la idea era que el objetivo de esta actividad fue apoyar el trabajo autónomo y 
posteriormente socializar las diferentes propuestas de solución. 
 
 
     Al final del módulo de aprendizaje, se diseñó un guión de entrevista semiestructurada de 
carácter socrático para indagar por los avances en comprensión alcanzados por 4 de los 
estudiantes de octavo grado. 
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4.2     La entrevista 
 
     Dado que esta investigación está enmarcada dentro del paradigma cualitativo, la 
entrevista semiestructurada se convierte en un instrumento importante para el posterior 
análisis del proceso en estudio. Esta entrevista debe contener las siguientes características 
de acuerdo con Hernández, Fernández y Baptista (p. 419), citando a Rogers y Bouey (2005) 
y Willig (2008): 
 
1. El principio y el final de la entrevista no se predeterminan ni se definen con 
claridad, incluso las entrevistas pueden efectuarse en varias etapas. Es flexible. 
2. Las preguntas y el orden en que se hacen se adecuan a los participantes. 
3. La entrevista cualitativa es en buena medida anecdótica. 
4. El entrevistador comparte con el entrevistado el ritmo y la dirección de la entrevista. 
5. El contexto social es considerado y resulta fundamental para la interpretación de 
significados. 
6. El entrevistador ajusta su comunicación a las normas y lenguaje del entrevistado. 
7. La entrevista cualitativa tiene un carácter más amistoso. 
8. Las preguntas son abiertas y neutrales, ya que pretenden obtener perspectivas, 
experiencias y opiniones detalladas de los participantes en su propio lenguaje 
(Cuevas, 2009). 
 
 
     Estos autores también resaltan la importancia de que la entrevista semiestructurada 
contenga aspectos prácticos, como el de hacer sentir cómodo al entrevistado; éticos, como 
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el manejo de ciertas opiniones del entrevistado sobre el tema; y teóricos en cuanto a que la 
guía de la entrevista debe siempre buscar comprender a profundidad el fenómeno de 
estudio. 
 
 
Según Cuevas (2009), citado por Hernández, Fernández y Baptista (2010), 
 
La cantidad de preguntas está relacionada con la extensión que se busca en las 
respuestas. Por lo general se incluyen pocas preguntas o frases detonantes. Sin 
embargo, esto no significa necesariamente que la entrevista será corta o está 
incompleta, ya que las preguntas deben ser meticulosamente seleccionadas y 
planteadas para que motiven al entrevistado o entrevistada a expresarse de 
manera extensa y detallada. 
 (…) las preguntas son totalmente abiertas y neutrales. 
 Se comienza por las más generales de responder, para avanzar hacia las 
más delicadas. Aunque el orden es flexible y está supeditado a los temas 
que emerjan y a cómo estos pueden construir una mejor comprensión del 
fenómeno. 
 Las preguntas y la forma de plantearlas tienen la intensión de que el 
participante comparta su perspectiva y sus experiencias respecto al 
fenómeno, ya que él o ella es el experto, el “protagonista”. 
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 Es recomendable, sobre todo para quien es entrevistador participante, 
redactar varias formas de plantear la misma pregunta, para tenerlas como 
alternativa en caso de que la pregunta no se entienda. (p. 424). 
 
 
4.2.1     Entrevista de carácter socrático 
 
 
     La entrevista de carácter socrático es una entrevista semiestructurada que, según 
Jaramillo y Campillo (2001): 
 
(…) obliga a prever las intervenciones en función de las respuestas, a influir en 
algunos momentos para conseguir provocar la reinterpretación y readaptación del 
concepto personal que tiene el alumno; es así como en la entrevista combinamos 
diferentes tipos de preguntas. (p. 68). 
 
Y agregan, 
 
Se establece que la entrevista clínica tiene el carácter de una prueba semiestructurada, 
es decir, que existe un guion construido previamente con las características señaladas, 
pero que no excluye la intervención del entrevistador, pues busca comprender cómo 
se va formando el concepto en la mente del alumno. Además, es una experiencia 
pedagógica nueva a la que el alumno se ve sometido. (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 
68). 
 
 
Además Jurado y Londoño (2005) proponen un decálogo para orientar el diseño y 
aplicación de una entrevista semiestructurada de carácter socrático, y se puede resumir en el 
siguiente listado de componentes: 
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1. La intencionalidad de la entrevista: conocimiento claro de los objetivos. 
2. El lenguaje: vocabulario común de quiénes intervienen. 
3. Los conceptos básicos: diagnóstico de conceptos básicos para discurrir en la 
entrevista. 
4. Las experiencias previas del entrevistado: por medio de preguntas inquisitivas se 
logra que el entrevistado aflore en su mente las ideas que tiene alrededor del 
concepto o responda lo que cree. 
5. El diálogo inquisitivo: hace reflexionar y razonar para descubrir soluciones y así 
llegar a comprender el concepto. 
6. La movilización del pensamiento: ampliación o modificación de algunas estructuras 
sobre las cuales las concepciones nuevas se van generando. 
7. El aporte de información: definiciones, relaciones con ideas afines o ampliación de 
vocabulario que no sugieran enseñanza o explicación alguna. 
8. La problematización con las ideas: reflexión del entrevistado sobre sus propias 
ideas, para hacerse consciente de sus carencias o dificultades. 
9. El paso por los tres momentos: el entrevistado pasa por creer saber la respuesta, 
darse cuenta que no sabe y plantearse la necesidad de llegar a la verdad. 
10. Red de relaciones: construcción de una red de relaciones entre los elementos sobre 
los cuales se va a razonar y que tienen que ver con el concepto objeto de estudio. 
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4.3     Descriptores 
 
 
     En un principio se formularon unos descriptores a priori para abordar el test inicial y las 
demás actividades según los contenidos que se iban a desarrollar. A medida que 
transcurrían las actividades, se vio la necesidad de ir refinando dichos descriptores y la 
entrevista sirvió como instrumento final para la consolidación de los mismos. 
 
 
     Así, el guión entrevista se dividió en cuatro bloques de preguntas según aspectos del 
campo disciplinar y didáctico de las matemáticas. A continuación, se presentan los 
descriptores consolidados de acuerdo a cada componente del módulo y los 4 primeros 
niveles de PK, bajo código de colores. Cada nivel de PK contiene los cuatro componentes. 
 
 
Componente Descripción 
Numérico 
Manejo de fórmulas: 
 Evaluar una fórmula como una función. 
 Manipular una fórmula dada una condición: despejar 
una variable. 
Geométrico 
Conceptos de área y perímetro de figuras planas: Rectángulo 
y triángulo. 
Representacional 
Manejo de expresiones algebraicas: 
 Manejo de los registros verbal y alfanumérico según 
sintaxis de la lengua castellana. 
 Deducción de ecuaciones. 
Sucesiones 
Uso de los ítems anteriores para lograr deducir el término 
general de una sucesión. 
Tabla 4.01. Componentes y descripción para categorizar los descriptores. 
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Los descriptores siguientes fueron diseñados en relación con los componentes anteriores
6
, y 
se consolidaron con base en el trabajo de observación y de análisis de la información 
recopilada a partir de los diferentes instrumentos. 
 
NIVELES DESCRIPTORES 
Conocimiento 
primitivo 
1. Resuelve problemas matemáticos básicos usando relaciones y 
propiedades de los números reales. 
2. Reconoce las figuras de un cuadrado, un rectángulo y un 
triángulo, con sus diferencias y similitudes. 
3. Reconoce la diferencia conceptual entre área y perímetro de un 
polígono y la usa para resolver problemas matemáticos. 
4. Usa símbolos de lenguaje alfanumérico para referirse a incógnitas 
o variables. 
5. Reconoce las secuencias de los números naturales, pares, impares, 
triangulares, cuadrados, cubos, oblongos y potencias del 2. 
Creación de la 
imagen 
6. Evalúa con una tabla de valores una función lineal o cuadrática. 
7. Representa el perímetro y el área de un rectángulo en términos de 
sus lados. 
8. Pasa de una expresión en lenguaje algebraico a una expresión en 
lenguaje natural y viceversa. 
9. Deduce la figura o término siguiente en una sucesión. 
Comprensión 
de la imagen 
10. Evalúa una fórmula o función racional de una variable 
directamente. (sin usar tabla) 
11. Usa los conceptos de área y perímetro para resolver problemas 
que involucran el triángulo o el rectángulo. 
12. Deduce una ecuación de primer grado con una incógnita a partir 
de un enunciado en lenguaje natural. 
13. Enuncia con sus palabras la ley de formación de una secuencia 
numérica o figural. 
14. Elabora su propia secuencia numérica o pictórica con un patrón 
que involucra dos operaciones aritméticas simultáneas. 
Observación 
de la 
propiedad 
15. Manipula una fórmula para satisfacer una condición dada. 
16. Establece relaciones entre expresiones algebraicas y su 
correspondiente interpretación geométrica en términos de 
longitud, área o perímetro. 
17. Representa algebraicamente un sistema de ecuaciones simultáneas 
2x2 de primer grado a partir de su enunciado en lenguaje natural. 
18. Deduce y representa algebraicamente el término general de una 
                                                     
6
El código de colores aparece inicialmente en la tabla 4.01 y sirve para categorizar los descriptores en términos de 
componentes y tópicos matemáticos subyacentes en la columna descripción de dicha tabla. 
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sucesión. 
Tabla 4.02. Relación de niveles PK con los descriptores  
      
     En relación a los descriptores sobre sucesiones, téngase en cuenta una forma de analizar 
las respuestas o razonamiento de los estudiantes y que no fue hallada en el rastreo 
bibliográfico. 
 
 
     Al momento de los estudiantes analizar una sucesión, buscan deducir el término 
siguiente mirando los anteriores y estableciendo relaciones siguiente-anterior; dichas 
relaciones están asociadas a la diferencia o el cociente entre términos consecutivos y 
pueden ser crecientes, decrecientes, o constantes. A esto le podemos llamar análisis 
horizontal de una sucesión. 
 
 
     De otro lado, cuando el término siguiente se halla en relación a su posición, podemos 
llamar a esto análisis vertical de una sucesión. Estas denominaciones tienen su causa en el 
siguiente ejemplo: 
 
Ilustración 4.01 
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     La idea es que inicialmente el estudiante hace un análisis horizontal de la sucesión y el 
avance de nivel consiste en ir obteniendo elementos para analizar verticalmente dicha 
sucesión. 
 
 
     Esta explicación sobre las formas de abordar una sucesión, se propuso de acuerdo a lo 
observado en las actividades relacionadas con este tema, tanto dentro del módulo como 
dentro de la entrevista. 
 
 
4.4      
 
Guión de entrevista de carácter socrático para una manifestación del 
proceso general de la comunicación: Manejo del lenguaje natural y 
algebraico
7
 
 
     Se presenta a continuación el guión entrevista con las preguntas, su intencionalidad y los 
descriptores asociados a ellas destacados en una tabla, además de la relación Nivel PK - 
Preguntas - Descriptores. 
 
 
Proceso: Paso del lenguaje natural al lenguaje algebraico. 
Manifestación: Transición del lenguaje natural al algebraico en contextos matemáticos. 
Mecanismo. Uso de conceptos de:  
 Área y perímetro de rectángulos y triángulos. 
                                                     
7
El diseño y la implementación del módulo de aprendizaje se basaron principalmente en el componente de lenguaje en 
términos de la transición del lenguaje natural al algebraico como manifestación del paso de la aritmética al álgebra. 
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 Operaciones básicas con números Reales. 
 Sucesión y término general de la misma. 
 
 
 
4.5     Contenido del guion-entrevista e intencionalidad de cada pregunta 
 
 
1. Dime qué es un rectángulo y qué es un triángulo. Dibújalos si lo requieres.  
Intenta indagar por el polígono central dentro del módulo, para luego entrar a distinguirlo 
del cuadrado. 
 
2. Dime qué entiendes por área y perímetro de una figura.  
Con las medidas de superficie y borde de un polígono se busca conocer más de cerca dicho 
polígono, en nuestro caso, el rectángulo y en algunos casos el triángulo. Se espera que el 
estudiante aflore todos los conocimientos previos con respecto a los conceptos de área y 
perímetro y analizar si tiene clara la correspondencia con las ideas de superficie y 
contorno de un polígono, respectivamente. 
 
3. Cómo puedes calcular el área y el perímetro de la siguiente figura: 
 
Ilustración 4.02 
 
¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para continuar? 
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Se busca observar la forma en que el estudiante detalla las proporciones de los lados del 
polígono, identifique rectángulos en él y que lo use para hallar su área y perímetro. Por 
último, se espera que use letras o cualquier otro símbolo para representar las incógnitas. 
 
4. Dime cómo se puede enunciar el área y el perímetro de un rectángulo en términos 
de sus lados. 
 
Se espera que el estudiante defina el área del rectángulo como el producto de sus lados y el 
perímetro como el doble de la suma del lado mayor y el menor o la suma del doble de cada 
uno. 
 
5. Escribe la secuencia de los números Naturales, pares, impares, triangulares, 
cuadrados, cubos, oblongos y potencias del 2. 
¿Tienes alguna manera de reconstruirlos sin memorizar secuencia por secuencia? 
¿Podrías convertir esas secuencias en figuras geométricas o por medio de puntos?   
 
Se pretende que el estudiante recuerde las diferentes secuencias trabajadas en la actividad 
4, para así iniciar el trabajo con otras similares. Las secuencias mencionadas se 
trabajaron, algunas de ellas, con configuraciones puntuales, y por eso se hace la pregunta 
sobre plantear las sucesiones con registros distintos al numérico. 
 
6. Escribe los 4 siguiente términos de cada sucesión: 
3, 7, 11, 15, 
18, 14, 10, 
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1, 4, 9, 16, 
1, 2, 4, 8, 
¿Cómo lo pensaste y lo hiciste?   
 
Se trata de que, a partir de secuencias sencillas, el estudiante note u observe el patrón de 
comportamiento de las mismas. Se espera que el estudiante retome las sucesiones de la 
pregunta 5 para extraer el término general de la sucesión. Aquí puede notarse la 
propiedad de repliegue. 
 
7. Con respecto a la pregunta anterior, escribe cuál es el patrón de formación que 
observaste en cada caso. Dime cómo iniciaste y dónde tuviste dificultades. 
 
Además de mostrar los términos siguientes de las secuencia, la idea es que el estudiante 
exprese de forma escrita y con sus palabras dicho patrón. 
 
8. Observa la secuencia siguiente y dibuja el término siguiente, además de escribir con 
tus palabras la regla de formación. Puedes construir una tabla si lo requieres. 
 
Ilustración 4.03 
 
¿Cómo puedes pasar la secuencia a una sucesión numérica y mostrarla en una tabla? 
Piensa cómo se podría modificar cada término de la secuencia para pensarla de otra forma.
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Se pretende que el estudiante trascienda lo meramente numérico para abordar las 
secuencias con figuras. Luego de esto, se evalúa si es capaz de enunciar con sus palabras 
la ley de formación de la figura o término siguiente. 
El cambio de registros es importante para evaluar si el estudiante relaciona las diferentes 
maneras para representar una secuencia, entre ellas, una tabla donde se ordenen los 
términos numéricos del primero al enésimo. 
 
9. Una regla de formación se puede expresar en términos de la posición de cada 
término de la secuencia. Si la expresión general de una secuencia es 3n-2 llena la 
siguiente tabla: 
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100 k 
3n-2           
Ilustración 4.04 
 
¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para continuar? 
Se trata de aprovechar el uso de tablas en las sucesiones para que el estudiante demuestre 
su manejo de operaciones con Reales a través de la evaluación de una fórmula. 
Se espera que el estudiante muestre dificultad cuando n=k, pues al no ser k un número o 
cantidad concreta, entrará en conflicto cognitivo. 
 
10. Ahora llena la siguiente tabla: 
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100 k 
(n-1)
2
 + n           
Ilustración 4.05 
   
     ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para continuar. 
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     Se trata de aprovechar el uso de tablas en las sucesiones para que el estudiante 
demuestre su manejo de operaciones con Reales, a través de la evaluación de una fórmula 
o función cuadrática. 
     En esta pregunta se hace más sensible el conocimiento sobre el orden de las 
operaciones que debe haber al momento de evaluar una función. 
 
11. Invéntate una secuencia pictórica, pásala a numérica y has una tabla para hallar el 
término general. Trata de que la ley de formación contenga por lo menos dos 
operaciones aritméticas. 
 
¿Cómo lo pensaste y lo hiciste?  
 
     Teniendo en cuenta el proceso llevado a cabo con el módulo y las preguntas anteriores, 
se busca indagar por la imagen que tiene el estudiante del concepto de secuencia o 
sucesión numérica, involucrando mínimo 2 operaciones básicas de la aritmética. 
Quizá al estudiante haya que aclararle a qué se refiere el entrevistador con 2 operaciones 
aritméticas. Esto significa que el valor de la posición esté siendo afectado por dos o más de 
las siguientes operaciones: suma o resta, multiplicación, división, potenciación. 
 
12. Deduce el término general de cada sucesión: 
4, 6, 8, 10, 12,… 
2, 4, 7, 11, 16,… 
3, 7, 13, 21, 31,… 
1, 2, 4, 8, 16,… 
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     ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Cómo puedes comprobarme que esos sí son los 
términos generales?  
     La búsqueda de patrones y su expresión general, implica la observación de la 
propiedad subyacente en una sucesión y el uso de símbolos del lenguaje alfanumérico. Se 
espera que el estudiante logre describir verbalmente qué pasa en cada sucesión y luego, 
plantear algebraicamente el término general de la misma. 
 
13. Expresa en lenguaje natural cada término general de las sucesiones anteriores. 
¿En alguna de tus respuestas podría haber ambigüedad? Analicemos cada caso. 
      El paso del leguaje natural al algebraico es el corazón de este módulo de aprendizaje, 
así pues, se trata de que no sólo el estudiante llegue a formular el término general de una 
sucesión, sino también, que sepa leerlo con las reglas propias de la sintaxis de nuestra 
lengua castellana. 
 
14. Vamos ahora a abordar una sucesión cuyos términos son números Reales. Te daré la 
expresión general y tú hallarás los 10 primeros términos de la sucesión, donde n es 
un Natural. 
2 2
2
n
n n
a
n



 
      ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste obstáculos?  
     Esta pregunta conjuga la evaluación de una fórmula en el contexto de las sucesiones y 
busca evaluar cierto domino del estudiante en el orden de las operaciones de los Reales 
mediante la evaluación de una función o fórmula.   
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15. La fórmula para hallar el área de un trapecio es 
2
B b
A h

 , donde B y b son las 
bases mayor y menor, respectivamente, y h indica la altura del trapecio. 
Muestra cómo desde la figura de un trapecio puede hablarse de la suma de las áreas de dos 
triángulos y cómo puede corroborarse eso desde la fórmula del área del trapecio.  
 
     Se espera que el estudiante dibuje un trapecio y trace una diagonal cualquiera para así 
notar que hay contenidos dos triángulos de igual altura. La segunda parte consiste en 
evaluar si es capaz de modificar la fórmula para indicar que efectivamente se trata de la 
suma de las áreas de dos triángulos de igual altura: 
2
B b
A h

 =
2
Bh bh
 = 
2 2
Bh bh
  
     Este problema está relacionado con el nivel de observación de la propiedad porque 
permite constatar si el sujeto va más allá de la mera expresión algebraica y además, 
relaciona la misma con otras que tienen, en este caso, un fuerte componente geométrico. 
 
16. Deduce de cada enunciado una ecuación que lo represente: 
a. Un número es el doble de otro y ambos suman 9. 
b. La suma de tres números consecutivos es 33. 
c. En tres días un hombre ganó $175000 y cada día ganó la mitad de lo que ganó el 
día anterior. 
¿Dónde encontraste obstáculos?  
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     Las preguntas 16 y 17 implican el reconocimiento de expresiones de lenguaje natural 
que puede representarse algebraicamente, pero el contexto del problema pone ciertas 
condiciones. La idea es que el estudiante plantee correctamente la ecuación, más allá de 
dar solución al problema. 
 
     Se espera que el estudiante en la pregunta 16designe una variable para cada número y 
luego dé una reflexión con el entrevistador, note que todos pueden expresarse en términos 
de una sola cantidad. 
 
17. Ahora, intenta deducir dos ecuaciones para cada enunciado: 
a. La diferencia de dos números es 14 y un cuarto de su suma es 13. 
b. Hace 8 años la edad de A era el triple de la de B y dentro de 4 años la edad de B 
será los cinco novenos de la de A. 
c. El área de un rectángulo es 5/3 de su perímetro. Y el ladro mayor es el doble del 
menor. 
 
¿Cómo los pensaste y dónde encontraste obstáculos?  
 
     La idea aquí es que el estudiante se refiera a la relación de dos sujetos en dos 
ecuaciones distintas. Acá es un poco más complicado referirse de inmediato a un número 
en términos de otro y por tanto, se hace necesario plantear dos ecuaciones. 
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18. Muéstrame cómo resuelves el siguiente problema: En el llano, una finca tiene forma 
rectangular y su área es de 10 hectáreas. Si su ancho es dos quintas partes del largo 
¿cuál es el perímetro de la finca? 
     ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para continuar? 
 
     Se busca que el estudiante aplique los conceptos de área y perímetro del rectángulo en 
la solución de un problema cuyo valor pedido es un Entero, pero donde se requiere 
manejar ciertos operadores numéricos para obtener las medidas de los lados del 
rectángulo. Además, en el planteamiento es preciso observar qué registro aplica a las 
incógnitas del problema. 
 
     En esta pregunta es probable constatar la propiedad de repliegue del modelo PK. 
Esta pregunta se incluye en el nivel de Observación de la Propiedad porque supone el 
planteamiento de un sistema 2x2 de ecuaciones de primer grado o como alternativa buscar 
una solución por tanteo, lo cual sería un indicio de cierto dominio de operaciones con 
números reales, concepto de área y perímetro y un buen nivel de pensamiento numérico. 
 
 
4.5      
 
Relaciones entre los niveles del modelo PK, los descriptores y las preguntas 
 
     A continuación se presentan dos tablas: la primera, donde se relacionan los descriptores 
asociados a cada pregunta, y la segunda, donde se relacionan las preguntas y los 
descriptores asociados a cada nivel del modelo PK.  
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1. Relación de los descriptores por pregunta 
Pregunta 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 
Descriptor 2 3 1,3,4 7 5 9 1 3 9 6 6 1 4 1 8 8 1 0 1 6 1 2 1 7 15,  11 
Tabla 4.03. Relación de descriptores por pregunta 
 
2. Relación Nivel PK - Preguntas  - Descriptores 
Tabla 4.04. Relación Nivel-Preguntas-Descriptores 
 
     El análisis de las anteriores tablas permite constatar la coherencia del guión entrevista 
con los niveles del modelo PK a través de los descriptores refinados. De esta manera queda 
abierta la posibilidad de generar el respectivo análisis de las respuestas de los estudiantes al 
momento de implementar la entrevista y la conclusión acerca del nivel de comprensión en 
el que se ubican dichos estudiantes dentro del mencionado modelo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nivel Preguntas Descriptores 
Conocimiento Primitivo 1, 2, 3, 5 1, 2, 3, 4, 5 
Creación de la Imagen 4, 6, 8, 9, 10, 13 6, 7, 8, 9 
Comprensión de la Imagen 7, 11, 14, 16 10, 12, 13, 14 
Observación de la propiedad 12, 15, 17, 18 11, 15, 16, 17, 18 
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5. ANÁLISIS DE RESULTADOS 
 
5.1     Identificación de los casos  
 
     La experiencia del investigador le ha dado motivos para acercarse al tema de la 
comprensión dentro de la educación matemática y más específicamente, su preocupación 
por la adquisición de refinar el lenguaje matemático, indispensable por supuesto para 
alcanzar dicha comprensión en el resto del campo disciplinar. 
 
 
     Durante la implementación de las actividades propias de módulo, se detectaron mediante 
observación cuatro casos de estudiantes que podrían representar a sus compañeros en cada 
uno de los niveles del modelo PK en el marco del paso del lenguaje natural al algebraico.  
 
 
     Los nombre reales de los cuatro estudiantes han sido cambiados para proteger su 
identidad y todos manifestaron por escrito su decisión de permitir ser grabada su voz para 
transcribir y sistematizar el desarrollo de su entrevista mediante las respuestas textuales que 
expresaba. 
      
     A continuación se muestra la triangulación entre la observación, la evidencia escrita y 
los cuatro niveles del modelo PK, usando los descriptores de nivel refinados. 
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5.2     Análisis de la entrevista 
 
     Aquí se tuvo en cuenta la intencionalidad que cada pregunta debe tener en la entrevista 
de carácter socrático, por cuanto este carácter se manifiesta en un ambiente libre de tensión 
donde lo importante no es que el entrevistador corrija el error del entrevistado sino que éste 
último use dicho error como oportunidad de progreso de un nivel a otro.  
 
5.2.1     Entrevista del Caso Julián  
 
Nivel Categorías Halladas 
1. Conocimiento Primitivo 
Noción de rectángulo y triángulo. 
Noción de área y perímetro 
Sucesiones básicas con enteros. 
2. Creación de la Imagen Término siguiente de una sucesión 
3. Comprensión de la Imagen Creación de secuencias pictóricas 
4. Observación de la Propiedad 
Representación alfanumérica. 
Álgebra retórica 
Tabla 5.01. Relación Nivel de los niveles PK con las categorías halladas para el caso Julián 
 
 
1. Entrevistador: Dime qué es un rectángulo y un triángulo. Dibújalos si lo requieres. 
     Julián: Un rectángulo es el que lleva 4 partes, es el que se parece más o menos a un 
cuadro, y un triángulo es el que lleva tres partes, por ejemplo así: 
 
Ilustración 5.01 
 
     Aquí se le pregunta  a Julián si la una figura de 4 lados siempre es rectángulo y se le 
dibuja un trapezoide y un cuadrado para ponerlo en conflicto cognitivo, y sobre lo cual 
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afirma: “el rectángulo es alargadito y sus líneas son derechas, y el cuadrado es como 
parejito”.  
También se le interpela cuando se refiere a “las partes” del triángulo, y se le recuerda a 
modo de información que eso se le denomina “lado“.  
 
     Entrevistador: Entonces, ¿qué hace que una figura poligonal sea un triángulo o un 
rectángulo? Escriba al menos una característica para cada uno. 
     Julián: El triángulo debe tener tres lados y el rectángulo debe ser alargadito y sus 
ángulos derechos.  
Ángulos derechos son los que formalmente se llaman rectos. 
 
2. Entrevistador: Dime qué entiendes por área y perímetro de una figura. 
Julián: El perímetro es la suma de todos los lados y el área es la cantidad de cuadros que 
hay adentro. 
 
     Aquí se hace evidente que Julián generalmente asocia el área a la cantidad cuadrados de 
cuadrícula contenidos en una figura determinada, como se manifiesta en la siguiente 
pregunta. 
 
3. Entrevistador: Entonces cómo puedes calcular área y el perímetro de la siguiente 
figura: 
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     Julián comienza a hacerle trazos auxiliares a la figura dada y plantea lo siguiente: 
 
Ilustración 5.02 
Julián: A las áreas las llamé B1, B2,B3, yB4 porque el área se puede llamar con cualquier 
letra. Como cada lado vale 2u entonces cada B es como un rectángulo y su área se halla 
como base por altura.  
 
     Para el perímetro se basó en la medida dada y sumó de dos en dos hasta completar el 
borde, y señaló lo siguiente: 
 
Ilustración 5.03 
     Julián: Si sumo entonces todos los lados el resultado es 48u.  
 
     Se interrogó a Julián por la causa de que en el perímetro se mide en u y en el área se 
pone u
2
 a lo cual no supo responder claramente.  
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Del desarrollo del problema propuesto, se deduce que Julián intuitivamente entiende el área 
y el perímetro como lo que mide lo de adentro y lo que mide el borde respectivamente. No 
sabe explicar su diferencia y la causa de sus unidades de medida. 
 
4. Entrevistador: Dime cómo se puede enunciar el área y el perímetro de un 
rectángulo en términos de sus lados 
Julián: dibujo un rectángulo y le pongo letras a los lados que representan medidas: 
 
Ilustración 5.04 
 
     Julián expresó el área del rectángulo como se muestra en la imagen anterior y cuando se 
le pidió leer la expresión no supo hacerlo y por tanto, retomó la actividad 3 del módulo para 
repasar la primera tabla de dicha actividad. Luego de un momento de reflexión y preguntas 
orientadoras por parte del entrevistador, Julián escribió “producto de la base y altura” tal 
como se muestra en la imagen. Aquí se manifestó la propiedad de repliegue, pues Julián 
debió volver a imágenes anteriores para reordenar sus ideas y así definir el área de un 
rectángulo como el producto de la base y la altura.  
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5. Entrevistador: Escribe las secuencias de los números Naturales, pares, impares, 
triangulares, cuadrados, cubos, oblongos y potencias del 2. ¿Tienes alguna manera 
de reconstruirlos sin memorizar secuencia por secuencia? 
 
 
     Julián: los números pares va de dos en dos; los impares los tengo memorizados, los 
triangulares formando triangulitos, los cuadrados, o sea a la 2, o sea dos veces 1: uno por 
uno, uno; dos por dos, cuatro…; los cubos, o sea a la tres, uno por uno por uno, dos por 
dos por dos, etcétera; los oblongos como me le sé la regla así los formé; y las potencias de 
dos, recuerdo que es dos ene y así los reconstruí. 
 
 
     Acá Julián ha mostrado cómo las imágenes que tiene de las diferentes secuencias le 
ayuda a reconstruirlas y en algunas de ellas ha redoblado. Por ejemplo en el caso de los 
triangulares y los cuadrados, se devuelve a imágenes anteriores, reflexiona sobre las 
mismas y retorna a la pregunta para plantear las mencionadas sucesiones.  En otras 
sucesiones como la de los oblongos, recuerda el término general y a partir de él reconstruye 
la sucesión. Por último, Julián cae en la confusión sobre el significado de 2n y el de 2
n
, 
pues a ambos los lee “dos ene” y al preguntársele “dos a la tres”, responde “seis”; luego de 
una reflexión reordena sus ideas y afirma que dos a la cuatro es 16 porque “significa dos 
por dos por dos por dos”.  
 
     Entrevistador: ¿Podrías convertir esas secuencias en figuras geométricas o por medio 
de puntos? 
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La respuesta y la reflexión anterior surgieron a partir de lo que Julián escribió y dibujó de 
cada secuencia, y esto fue: 
 
 
Ilustración 5.05 
 
     Julián tuvo problemas para establecer una secuencia pictórica o geométrica con los 
impares y terminó proponiendo una representación válida aunque básica; a partir de esto 
prefirió diseñar todas las secuencias con configuraciones puntuales. Cabe destacar que en 
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sus dibujos se evidencia el valor de la posición en cada término a excepción de los impares. 
Ejemplo: en los cubos dibuja rectángulos con altura igual a n. 
 
6. Entrevistador: Escribe los 4 siguientes términos de cada sucesión: 
3, 7, 11, 15,  
18, 14, 10,  
1, 4, 9, 16,  
1, 2, 4, 8,   
     Julián: 
 
Ilustración 5.06 
 
     En las dos primeras sucesiones, Julián hizo un análisis horizontal estableciendo las 
diferencias contantes entre cada término y su siguiente. Por ejemplo: en la segunda, 
inicialmente puso el seis, el dos y el cero, y afirmó que hasta ahí llegaba la sucesión. Ante 
la confusión, el entrevistador le propone construir una recta numérica con los valores 
iniciales de la sucesión y ahí es cuando ocurre otro movimiento de redoblado: Julián ubica 
los cuatro primeros términos de la sucesión en la recta y luego continúa disminuyendo en 
cuatro hasta que nota que se pasa del cero y llega al -2 y luego al -6. Es así como mediante 
redoblar a un concepto anterior y reflexionar sobre el mismo, vuelve al actual y puede dar 
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solución al problema planteado. La recta realizada por Julián es como se muestra a 
continuación: 
 
Ilustración 5.07 
 
     En las dos segundas sucesiones recordó la sucesión de los cuadrados y las potencias de 
dos, respectivamente. 
 
7. Entrevistador: Sobre la pregunta anterior, escribe cuál es el patrón de formación 
que observaste en cada caso. Dime cómo iniciaste y dónde tuviste dificultades. 
     Julián: 
 
Ilustración 5.08 
 
8. Entrevistador: Observa la secuencia siguiente y dibuja el término siguiente, 
además de escribirme con tus palabras la regla de formación. Puedes construir una 
tabla si lo requieres. 
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     Julián: Las bases la llamo B y las alturas A y las bases van de impar en impar y la de 
arriba no cambia: 
 
Ilustración 5.09 
     La tabla podría ser la siguiente: 
 
Ilustración 5.10 
 
     En esta ocasión, Julián identifica los números impares en la “base” de cada término, sin 
embargo, asume que la tabla se construye con la cantidad de cuadrados. Luego de elaborar 
la tabla, cuando va a plantear el término general de la sucesión, no encuentra como hacerlo, 
pues de nuevo plantea la posibilidad de n
2
 y al evaluarlo no le resultan los términos escritos 
en su tabla. Antes de esto, planteó n+n y al equivocarse verificándola, la desechó. Al final, 
mediante análisis horizontal por medio de preguntas orientadoras del entrevistador como 
“qué es 2 de 1, qué es 4 de 2, qué es 6 de 3, etc”, logró dar con una expresión que al 
evaluarla bien, arrojó la sucesión de los pares.  
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9. Entrevistador: Una regla de formación se puede expresar en términos de la 
posición de cada término de la secuencia. Si la expresión general de una secuencia 
es 3n-2 llena la siguiente tabla: 
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100 k 
3n-2           
     Julián: 
 
Ilustración 5.11 
 
     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para 
continuar? 
Julián: Asumí que al reemplazar n por cualquier valor es como si no hubiera operación 
con el tres, por ejemplo con n=2, dije que 3n-2 sería 32-2=30. 
 
     Al principio, Julián tuvo una incorrecta lectura de la expresión 3n, pues, por ejemplo, al 
evaluarla en 1, afirmó que daba 31. De nuevo el entrevistador le recordó lo que significa 
para así verificar si, dada esa información, evaluaba correctamente el término general, y 
efectivamente así lo hizo. 
 
10. Entrevistador: Ahora llena la siguiente tabla: 
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100 k 
(n-1)
2
 + n           
 
     Julián: 
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Ilustración 5.12 
 
     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para 
continuar? 
     Julián: al principio cuando n=2 me daba 3 pues asumí que a la dos es multiplicar por 
dos, eso me sigue dando brega. 
 
     Sobre las dos preguntas anteriores, cuando Julián fue a escribir el término k no supo qué 
poner, pues aún no es capaz por si sólo de hacer el respectivo análisis horizontal. Con este 
análisis, se facilita el entender que al sustituir por k la expresión resultante queda indicada 
dado que k se comporta como variable. Así, pues, en Julián se evidencia un uso mecánico y 
acrítico sobre el uso de términos alfanuméricos como variables. 
 
11. Entrevistador: Invéntate una secuencia pictórica, pásala a numérica y has una tabla 
para hallar el término general. Trata de que la ley de formación contenga por lo 
menos dos operaciones aritméticas. 
     Julián: De las figuras voy a contar los cuadritos y con eso armo la tabla: 
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Ilustración 5.13 
 
     En la medida en que Julián iba armando las figuras, se le preguntaba qué cambiaba, qué 
variaba, entonces le iba poniendo otro cuadrado para mostrar el cambio. 
 
     Entrevistador: ¿Cuál es el enésimo término? 
     Julián: la secuencia va de uno en uno pero comienza en 5. No sé cómo sacar el término 
enésimo. 
 
     Julián no logró deducir el término enésimo de la secuencia y no recurrió a su 
conocimiento. Por ejemplo, pudo haber retomado una consulta propuesta en clase sobre 
progresión aritmética y no le hubiera resultado tan complicado resolver el problema. 
 
12. Entrevistador: Deduce el término general de cada sucesión: 
4, 6, 8, 10, 12,… 
2, 4, 7, 11, 16,… 
3, 7, 13, 21, 31,… 
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1, 2, 4, 8, 16,… 
     Julián: la primera se va de dos en dos y comienza en cuatro. El término general es 
 
Ilustración 5.14 
 
     Las expresiones n(2+2) y (n*2)+2 son del entrevistador para verificar si Julián reconoce 
la expresión algebraica adecuada de acuerdo a cómo calcula cada término. Cierto tiempo 
después, Julián deduce la regla en lenguaje natural, luego de intentar relacionar la secuencia 
con la de los cubos, los cuadrados y las potencias de dos. Entonces, Julián dice “uno por 
dos, más dos; dos por dos, más dos; tres por dos, más dos”. Al interrogar a Julián por la 
expresión correcta, él la señala son la flecha dibujada en imagen. 
 
 
     Julián no logró deducir los términos generales de las restantes sucesiones, aun teniendo 
a la mano los términos generales de la pregunta 5 en su cuaderno. 
 
 
13. Entrevistador: Expresa en lenguaje natural cada término general de las sucesiones 
anteriores. 
     Julián: n por dos más dos. 
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14. Entrevistador: Vamos ahora a abordar una sucesión cuyos términos son números 
Reales. Te daré la expresión general y tú hallarás los 10 primeros términos de la 
sucesión, donde n es un Natural. 
2 2
2
n
n n
a
n



 
Julián: 
 
Ilustración 5.15 
 
     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste obstáculos? 
     Julián: Por ejemplo con n=6: seis menos dos es cuatro, sobre seis más dos, que es ocho. 
 
     Antes de contestar lo anterior, Julián había asumido el exponente dos como multiplicar 
por dos y tenía toda la secuencia bajo ese error. De nuevo confundió los significados de los 
registros an con a
n
. Además, según lo que se observa en la imagen anterior, es como si 
Julián hubiera asumido  
2
2
n
n
a
n



 
 
15. Entrevistador: La fórmula para hallar el área de un trapecio es 
2
B b
A h

 , donde 
B y b son las bases mayor y menor respectivamente y h indica la altura del trapecio. 
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     Muestra cómo desde la figura de un trapecio puede hablarse de la suma de las áreas de 
dos triángulos y cómo puede corroborarse eso desde la fórmula del área del trapecio. 
     Julián: Primero dibujo un trapecio y lo parto en dos triángulos: 
 
Ilustración 5.16 
     Entrevistador: Ten en cuenta que el área de un triángulo se puede expresar como 
2
bh
A   ¿ahora cómo puedes responder a la pregunta? 
     Julián: el área del trapecio y de cada triángulo sería: 
 
Ilustración 5.17 
 
     En esta ocasión se evidenció que Julián tiene confusión sobre la altura, pues la 
confundía con un lado oblicuo. 
 
     Entrevistador: Ahora cómo puedes afirmar lo siguiente: 
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Ilustración 5.18 
     Julián: mmm, no sé profesor. 
 
     Lo que se refleja en lo anterior es que, dado que se trata de expresiones algebraicas, 
Julián no las relaciona con algún proceso de factorización. 
 
16. Entrevistador: Deduce de cada enunciado una ecuación que lo represente: 
a. Un número es el doble de otro y ambos suman 9. 
     Julián: x doble de x y ambos suman 9. 
     Entrevistador: ¿un número es el doble del mismo? 
Julián: Ah! no, no, es de otro, entonces se pone otra letra: 
 
Ilustración 5.19 
 
b. La suma de tres números consecutivos es 33. 
     Julián: 
 
Ilustración 5.20 
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c. En tres días un hombre ganó $175000 y cada día ganó la mitad de lo que ganó el día 
anterior. 
     Julián: 
 
Ilustración 5.21 
      
     En las anteriores respuestas, se hace evidente el uso de un lenguaje algebraico 
principalmente retórico, combinada con pocos elementos de álgebra simbólica. 
 
17. Entrevistador: Ahora intenta deducir dos ecuaciones para cada enunciado: 
a. La diferencia de dos números es 14 y un cuarto de su suma es 13. 
     Julián:  
 
Ilustración 5.22 
 
En este caso se evidencia una fuerte inclinación por resolver el problema con valores 
particulares acudiendo al tanteo, más que a indicar en general los miembros de la ecuación. 
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b. Hace 8 años la edad de A era el triple de la de B y dentro de 4 años la edad de B será 
los cinco novenos de la de A. 
Julián:  
 
Ilustración 5.23 
 
     El ocho significa “hace 8 años”, el tres significa “era el triple”, el cuatro significa 
“dentro de 4 años”, el resto significa “serán los cinco novenos” o sea 28,55… 
 
     Pese a no tener claro la estructura de la ecuación, el resultado del polinomio aritmético 
planteado sí es lo que afirma Julián de acuerdo con el orden de las operaciones. Otro 
aspecto importante es que, según se evidencia en su respuesta verbal, le da sentido a cada 
número y operación que escribe. 
 
c. El área de un rectángulo es 5/3 de su perímetro. Y el ladro mayor es el doble del 
menor. 
     Julián: 
 
Ilustración 5.24 
 
 92 
 
     Al final de esta pregunta es posible concluir que Julián no encuentra medios para 
simbolizar válidamente los enunciados propuestos. 
 
18. Entrevistador: Muéstrame cómo resuelves el siguiente problema: En el llano, una 
finca tiene forma rectangular y su área es de 10 hectáreas. Si su ancho es dos 
quintas partes del largo ¿cuál es el perímetro de la finca? 
     Julián: mmm ¿cómo así que dos quintas partes? 
 
     Aquí Julián ha dibujado un rectángulo con lados 2/5 y 10, donde el entrevistador lo 
cuestiona a la luz de las condiciones del problema; además Julián muestra confusión por los 
términos “ancho” y “largo”, entonces dibuja un rectángulo y establece lo siguiente: 
 
Ilustración 5.25 
 
     Dado que logra comprender la imagen anterior, el entrevistador le propone diseñar una 
tabla para deducir el valor de los lados del rectángulo. Julián termina haciendo lo siguiente 
y no logra concluir respuesta válida en términos de las condiciones del problema: 
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Ilustración 5.26 
 
     Se nota que Julián no logra ordenar sus ideas y el lenguaje del problema le supone varias 
confusiones, así que el entrevistador mediante preguntas orientadoras le sugiere traducir el 
enunciado a lenguaje algebraico y Julián logra escribir lo siguiente: 
 
Ilustración 5.27 
 
     De las imágenes anteriores, se concluye que Julián se confunde con los términos 
algebraicos usados para plantear la ecuación, pues no los maneja como registros que 
representan una parte o elemento del problema en términos de otros: ancho, largo, 
perímetro, área. Por ejemplo, en cuanto al perímetro, Julián se da cuenta que hay que 
duplicar la suma del largo y el ancho y propone “elevar a la dos”. 
 
     Entrevistador: ¿Del 16, 17 y 18, dónde encontraste obstáculos? 
     Julián: No sé expresarlo en lenguaje matemático. 
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5.2.1.1     Comprensión para el caso Julián de acuerdo a los descriptores 
 
     En conclusión, luego del trabajo de campo y a la luz de los descriptores, Julián presenta 
avance de comprensión al momento de abordar un problema básico donde intervienen los 
conceptos de perímetro y área del rectángulo. A propósito de éste y el triángulo, a lo que le 
llamaba partes ahora le llama lados, con lo cual se refina un poco su lenguaje geométrico.  
 
 
     Julián logra comprender elementos de una sucesión como lo son término siguiente y 
término general o enésimo, a pesar de mostrar mucha dificultad al momento de deducir este 
último. 
 
 
     En la parte de lenguaje algebraico, usa términos alfanuméricos para referirse a lo que va 
a hallar o lo que se le pide, y cuando no lo logra hacer recurre al álgebra retórica si se trata 
deducir una ecuación con más de una variable o incógnita. Sin embargo, Julián presenta 
serias dificultades para retener la diferencia en los significados de los registros tipo an y a
n
, 
pues en varias ocasiones asumió que elevar un número al cuadrado o a la dos significa 
multiplicarlo por dos. Concretamente, Julián se confunde mucho con los términos 2n y 2
n
, 
hasta el punto de afirmar que si an=3n-2, entonces a1=31-2=29. No logra incorporar a su 
estructura cognitiva la diferencia de significados entre 2n y 2
n
 y eso impacta en su manera 
de evaluarlos. Sin embargo, al reflexionar sobre su error, logró evaluar bien las expresiones 
lineal y cuadrática de las preguntas 9 y 10, respectivamente. 
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     Todavía presenta dificultades para pasar del lenguaje natural al algebraico y viceversa, 
pues no reconoce aún la importancia de los signos de puntuación al momento de dar sentido 
a una proposición. No logró representar claramente, y por sí sólo, enunciados donde 
estaban involucradas más de una incógnita o variable, a partir de ecuaciones.  
 
 
     A pesar de haber progresado en el uso de términos algebraicos o alfanuméricos para 
referirse a una incógnita, no mostró dominio o por lo menos una aproximación a la 
deducción del término general de una sucesión, aun teniendo a la mano varios ejemplos de 
los trabados en la implementación del módulo de aprendizaje. 
 
 
     Por las razones anteriores, el estudiante se puede ubicar en el nivel 1 del modelo PK, sin 
embargo, progresó en algunos de los conceptos involucrados en dicho nivel como la 
introducción de elementos alfanuméricos en su planteamiento a problemas simples. 
 
 
5.2.2     Entrevista del Caso Tatiana  
 
 
Nivel Categorías Halladas 
1. Conocimiento Primitivo 
Noción de rectángulo y triángulo. 
Concepto de área y perímetro. 
Lenguaje alfanumérico. 
Sucesiones básicas con enteros. 
2. Creación de la Imagen 
Término siguiente de una sucesión. 
Evaluación de función lineal y cuadrática 
Paso del lenguaje simbólico al natural. 
3. Comprensión de la 
Imagen 
Creación de secuencias pictóricas. 
Paso del lenguaje natural al simbólico 
Representación de variables 
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4. Observación de la 
Propiedad 
Uso consciente de álgebra simbólica  
Interpretación geométrica de una expresión algebraica 
Término general de una sucesión. 
Formulación de ecuaciones 
Tabla 5.02. Relación Nivel de los niveles PK con las categorías halladas para el caso 
Tatiana 
 
1. Entrevistador: Dime qué es un rectángulo y un triángulo. Dibújalos si lo requieres. 
     Tatiana: Un rectángulo es por ejemplo cuando la altura es más chiquita que el largo, o 
cuando un lado es más grande que el otro; y si los lados son iguales fuera un cuadrado. 
 
Ilustración 5.28 
 
     Dentro del diálogo, se le fue dibujando diferentes cuadriláteros a Tatiana para que fuera 
puliendo su respuesta a través de ponerla en conflicto con sus propios preconceptos. De la 
anterior imagen, la primera figura corresponde a la que dibujó y las del lado son de parte 
del entrevistador para discutir. 
 
     Entrevistador: ¿Entonces un cuadrado no es un rectángulo? 
     Tatiana: no, porque un lado debe ser más grande. 
 
     Entrevistador: ¿Y entonces la tercera figura? 
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     Tatiana: no, algo tienen que ver los ángulos. 
 
     Al final, se le pidió a Tatiana que escribiera la palabra “rectángulo” y se le invitó 
analizar para llevarla a concluir que literalmente significa “ángulos rectos”. Además no 
recordaba el nombre del ángulo de 90 grados, o sea “ángulo recto”. 
 
     Entrevistador: ¿Entonces qué debe tener una figura para que sea un triángulo y una 
para que sea un rectángulo? 
     Tatiana: que sea recto, pues, derechito, o sea los lados, y los ángulos bien ubicados, o 
sea… rectos. Y un triángulo, que los lados son derechos y los ángulos ya no son los mismos 
que en el rectángulo, son diferentes. 
 
     Sobre el triángulo, Tatiana afirmó que deben tener todos los lados iguales, e 
inmediatamente se le presentó un triángulo escaleno, a lo cual afirmó que también era un 
triángulo. Al final del diálogo Tatiana mostró señales de comprensión de las propiedades, 
tanto del rectángulo como del triángulo, pues también se hizo el análisis del nombre de éste 
último. 
 
2. Entrevistador: Dime qué entiendes por área y perímetro de una figura. 
     Tatiana: El área es por ejemplo la cantidad que le puede caber a un terreno, uno la 
podría calcular y así saber cuánta cantidad le podría caber. 
El perímetro es, por ejemplo, para saber cuánto requiero para alambrar un potrero tendría 
que saber la suma de cuanto mide cada ladito y así lo sabría. 
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     Aquí Tatiana no logra especificar la magnitud, pero reconoce que tiene que ver con lo 
que cabe dentro de la figura, o sea la cantidad de superficie. 
 
     Entrevistador: ¿Cómo se calcula el área y el perímetro de un rectángulo? 
Tatiana: altura por la base; multiplico la altura por la base. Y el perímetro se suma todos 
los lados. 
 
3. Entrevistador: Entonces cómo puedes calcular área y el perímetro de la siguiente 
figura: 
 
     Tatiana:  
 
Ilustración 5.29 
 
     Aquí hay rectángulos y cuadrados. Para el área lo partiría y por simple vista hay uno 
igual a otro, así que tienen la misma área, y hallé la de las otras partes y sumé, y eso me 
dio 44.  
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Y para el perímetro conté de dos en dos y me dio 48.  
 
4. Entrevistador: Dime cómo se puede enunciar el área y el perímetro de un 
rectángulo en términos de sus lados 
     Tatiana: El área multiplicando la base por la altura y el perímetro la suma de todos los 
lados. 
 
     Tatiana expresó correctamente el área y el perímetro del rectángulo, aunque no de 
manera precisa como decir el producto de los lados o el doble de la suma de los lados, pero 
es evidente que tiene comprensión sobre lo que responde. 
5. Entrevistador: Escribe las secuencias de los números Naturales, pares, impares, 
triangulares, cuadrados, cubos, oblongos y potencias del 2 ¿Podrías convertir esas 
secuencias en figuras geométricas o por medio de puntos? 
     Tatiana:  
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Ilustración 5.30 
 
     Entrevistador: ¿Tienes alguna manera de reconstruirlos sin memorizar secuencia por 
secuencia? 
 
     Tatiana: Los triangulares por la regla y también los impares, aunque éstos también por 
medio de los pares pues son uno menos que ellos; por ejemplo dos menos uno es uno, 
cuatro menos uno es tres, seis menos uno es 5, y así sucesivamente. Los cuadrados es el 
término n multiplicado por el mismo. Los oblongos son el doble de los triangulares. Los 
cubos los hago por la regla y las potencias de dos sé que el siguiente es el doble. 
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     Tatiana muestra dominio de las sucesiones pedidas y además es capaz de memorizar su 
término general y no se le dificultó diseñar las figuras adecuadas para cada una, excepto en 
la de los cubos, pero al fin de cuentas el estudiante evidencia relaciones entre diversas 
secuencias. 
 
6. Entrevistador: Escribe los 4 siguientes términos de cada sucesión: 
3, 7, 11, 15,  
18, 14, 10,  
1, 4, 9, 16,  
1, 2, 4, 8,   
Tatiana: 
 
Ilustración 5.31 
 
7. Entrevistador: Sobre la pregunta anterior escribe cuál es el patrón de formación 
que observaste en cada caso. Dime cómo iniciaste y dónde tuviste dificultades. 
     Tatiana: El patrón de formación sería así y la fórmula 
 102 
 
 
Ilustración 5.32 
 
     Es evidente que Tatiana tiene clara la teoría sobre progresiones, pues además de escribir 
los 4 términos siguientes en cada sucesión, mostró su término general. 
 
8. Entrevistador: Observa la secuencia siguiente y represéntalo gráficamente, además 
de escribirme con tus palabras la regla de formación. Puedes construir una tabla si 
lo requieres. 
 
     Tatiana:  
 
Ilustración 5.33 
 
     Eso es como la secuencia de los pares: 
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Ilustración 5.34 
 
     De nuevo, Tatiana muestra claridad al momento de abordar una sucesión, en este caso 
figural o geométrica y fácilmente la transforma en numérica y diseña su tabla. 
 
9. Entrevistador: Una regla de formación se puede expresar en términos de la 
posición de cada término de la secuencia. Si la expresión general de una secuencia 
es 3n-2, llena la siguiente tabla: 
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100 k 
3n-2           
     Tatiana:
 
Ilustración 5.35 
 
     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para 
continuar? 
     Tatiana: Me basé por la regla, los tres primeros términos, entonces me di cuenta que se 
llevaba una diferencia de tres, pero como ya se aumentaba tanto entonces ahí sí me tocó 
retomar la regla. Y lo de la k sé que es si no cambiar la letra y ya, pues no hay diferencia. 
 104 
 
10. Entrevistador: Ahora llena la siguiente tabla: 
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100 k 
(n-1)
2
 + n           
     Tatiana: 
 
Ilustración 5.36 
 
     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para 
continuar? 
     Tatiana: de la misma forma que la anterior. 
 
11. Entrevistador: Invéntate una secuencia pictórica, pásala a numérica y has una tabla 
para hallar el término general. Trata de que la ley de formación contenga por lo 
menos dos operaciones aritméticas. 
     Tatiana: voy a contar los palitos:  
 
Ilustración 5.37 
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     De nuevo, Tatiana muestra comprensión en sucesiones y no tiene dificultad en 
transformarla en numéricas. Además, es evidente que sabe evaluar el término general de 
una sucesión y extraer los primeros términos de ella. 
 
12. Entrevistador: Deduce el término general de cada sucesión: 
4, 6, 8, 10, 12,… 
2, 4, 7, 11, 16,… 
3, 7, 13, 21, 31,… 
1, 2, 4, 8, 16,… 
     Tatiana:  
 
Ilustración 5.38 
 
     En esta ocasión, Tatiana requirió de la ayuda del cuaderno de matemáticas para retomar 
procesos anteriores, debido a que las sucesiones presentadas no eran tan evidentes para 
extraer su término general. Entonces, reexaminó las secuencias de los triangulares y los 
oblongos, comparándolas con los ítems b) y c). Al final, concluyó que la sucesión de b) 
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“son los triangulares más uno” y la de c) los cuadrados más n más 1, aunque esta última 
implicó una revisión interesante, pues observando en el cuaderno, se notó que se trataba de 
los oblongos más uno y Tatiana al final lo ilustró como (n+1)n + 1 
 
13. Entrevistador: Expresa en lenguaje natural cada término general de las sucesiones 
anteriores. 
     Tatiana:  
 
Ilustración 5.39 
 
     De las cuatro respuestas dadas por Tatiana, se destaca que falta pulir un poco el lenguaje 
sobre el orden de las operaciones, identificando primero la operación principal, pues hace 
un uso consciente de las comas. Téngase en cuenta que la c) la extrajo de la expresión 
(n+1)n + 1 
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14. Entrevistador: Vamos ahora a abordar una sucesión cuyos términos son números 
Reales. Te daré la expresión general y tú hallarás los 10 primeros términos de la 
sucesión, donde n es un Natural. 
2 2
2
n
n n
a
n



 
     Tatiana: Eso se puede leer como: 
 
Ilustración 5.40 
 
     Sin pedirle que lo hiciera, Tatiana quiso escribir cómo se lee la expresión presentada y 
sólo le queda faltando una coma antes de “dividido”. Con esta manifestación se evidencia 
que muestra cierto grado de comprensión en la traducción del lenguaje algebraico al natural 
para expresiones simples como la de la presente pregunta. Sin embargo, se debe advertir 
que la respuesta de Tatiana no evidencia que el número que se eleva al cuadrado no es el 
mismo que aquel que se multiplica por dos y cuyo producto se sustrae del primero. 
 
     Tatiana: La tabla sería así: 
 
Ilustración 5.41 
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     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste obstáculos? 
     Tatiana: No, no están duro, es sino saber el orden y ya 
 
15. Entrevistador: La fórmula para halla el área de un trapecio es 
2
B b
A h

 , donde 
B y b son las bases mayor y menor respectivamente y h indica la altura del trapecio. 
Muestra cómo desde la figura de un trapecio puede hablarse de la suma de las áreas de dos 
triángulos y cómo puede corroborarse eso desde la fórmula del área del trapecio. Ten en 
cuenta que el área de un triángulo se puede expresar como 
2
bh
A   
     Tatiana:  
 
Ilustración 5.42 
 
     A Tatiana se le pidió escribir la expresión para el área de un trapecio, luego dibujar el 
trapecio y señalar sus medidas importantes a la luz de las letras usadas para la fórmula, lo 
cual hizo correctamente. Tuvo claro que partir el trapecio por una de sus diagonales 
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generaba dos triángulos cuyo área al sumarse algebraicamente, daba como resultado la 
expresión para el área del trapecio. 
 
     Tatiana: la fórmula podría ser así porque la hache multiplica a todo en el trapecio, 
entonces al reunir las fórmulas de los triángulos, sólo quedaría una hache y lo mismo 
ocurre con el dos porque son iguales. 
 
Según lo anterior, hay indicios de tener nociones sobre factor común, aunque no sabe cómo 
explicarlo o lo que argumenta es que es porque se repite, lo cual es importante tener 
presente en el caso del citado factor común, pero no explica que bajo la división o la 
multiplicación es válido hacerlo. 
 
16. Entrevistador: Deduce de cada enunciado una ecuación que lo represente: 
a. Un número es el doble de otro y ambos suman 9. 
Tatiana: x doble de x y ambos suman 9. 
 
Ilustración 5.43 
 
     Tatiana reconoce que hay que sumar pero no sabe qué con qué, además representa bien 
el doble de un número. 
b. La suma de tres números consecutivos es 33. 
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Tatiana: 
 
Ilustración 5.44 
 
     No tuvo en cuenta que podía expresar b y c en términos de a, aun recordándole que hay 
una expresión para el consecutivo de un entero. 
 
c. En tres días un hombre ganó $175000 y cada día ganó la mitad de lo que ganó el día 
anterior. 
Tatiana: 
 
Ilustración 5.45 
 
     En la expresión para el tercer día dijo inicialmente que era a/3, pero al reconsiderar las 
mitades, terminó escribiendo lo de la imagen anterior, lo cual es válido desde el punto de 
vista algebraico. 
 
     En las anteriores respuestas, se hace evidente el uso del álgebra simbólica. Además, 
Tatiana reconoce la cantidad de variables de que se habla en cada enunciado. Como ayuda, 
 111 
 
se le sugirió retomar la actividad 3 donde se encuentran expresiones que sirven de base para 
plantear ecuaciones. 
 
17. Entrevistador: Ahora intenta deducir dos ecuaciones para cada enunciado: 
a. La diferencia de dos números es 14 y un cuarto de su suma es 13. 
Tatiana:  
 
Ilustración 5.46 
 
b. Hace 8 años la edad de A era el triple de la de B y dentro de 4 años la edad de B será 
los cinco novenos de la de A. 
     Tatiana:  
 
Ilustración 5.47 
 
c. El área de un rectángulo es 5/3 de su perímetro. Y el ladro mayor es el doble del 
menor. 
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     Tatiana: 
 
Ilustración 5.48 
 
     Una diferencia entre la pregunta 16  y la 17 es la cantidad mínima de ecuaciones que se 
pueden formular por enunciado, pues en la 17 son dos, por lo cual puede asumirse como 
indicio de mayor dificultad. Sin embargo, en la pregunta 17 Tatiana ha mostrado mayor 
claridad para pasar del lenguaje natural al algebraico. Esto puede ser causado por la 
variedad de enunciados que conducen por supuesto a expresiones distintas. Por ejemplo, en 
la 16,en los dos primeros ítems Tatiana mostró dificultades y vacíos por las expresiones 
presentadas, mientras que en la 17 algunas parecidas no le supusieron gran esfuerzo. Esto 
indica que la dificultad no estriba tanto en la cantidad de ecuaciones a formular sino en el 
tipo de expresiones presentes en los enunciados que las suscitan. 
 
18. Entrevistador: Muéstrame cómo resuelves el siguiente problema: En el llano, una 
finca tiene forma rectangular y su área es de 10 hectáreas. Si su ancho es dos 
quintas partes del largo ¿cuál es el perímetro de la finca? 
     Tatiana: mmm, bueno área es diez hectáreas y se define como la multiplicación del 
ancho por el largo, al ancho nombro a y el largo o base b. 
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Ilustración 5.49 
 
     Se le debió recordar a Tatiana a qué hace referencia dos quintas partes de una cantidad y 
se le sugirió expresar “ancho es dos quintas partes del largo” a modo de ecuación y la 
escribió en la parte derecha del rectángulo. A Tatiana se le acompañó en el planteamiento 
de la ecuación final y las preguntas orientadoras que se le iban haciendo las respondía 
correctamente. Al final, se le preguntó qué valor de tener b para que de esa expresión se 
obtenga como resultado 10, pero no respondió con preguntas orientadoras, además confesó 
no saber despejar b de esa ecuación. 
 
 
5.2.2.1     Comprensión para el caso Tatiana de acuerdo a los descriptores 
 
     En conclusión, Tatiana muestra comprensión en el perímetro de un polígono y en el 
área. La mayoría de las tareas las realizó acertadamente, sobre todo, las relativas a las 
sucesiones, lo cual lleva a pensar que tiene un buen nivel de pensamiento algebraico, al 
menos en la generalización.   
 114 
 
     Tatiana Avanzó en su comprensión del concepto de rectángulo, cuadrado, triángulo y 
trapecio y relaciones entre ellos. Y en el aspecto representacional, mostró comprensión para 
la mayoría de enunciados propuestos, sobre todo en las preguntas 16 y 17. Supo plantear 
ecuaciones, aunque no supiera despejarlas como en el caso de la pregunta 18 y avanzó en la 
comprensión de extraer una parte de una cantidad por medio de una fracción. Otro aspecto 
importante es, según se evidencia en sus respuestas verbales, que se le da sentido a cada 
número y operación que escribe. 
 
     Por las razones anteriores y a la luz de los descriptores, el estudiante no superó el nivel 4 
del modelo PK, pues además de lo anteriormente dicho, tiene elementos claros para 
generalizar sucesiones, lo cual da cuenta de un buen nivel en pensamiento algebraico. 
 
5.2.3     Entrevista del Caso Diana 
 
 
Nivel Categorías Halladas 
1. Conocimiento Primitivo 
Noción de rectángulo y triángulo. 
Concepto de área y perímetro. 
Lenguaje alfanumérico. 
Sucesiones básicas con enteros. 
2. Creación de la Imagen 
Término siguiente de una sucesión. 
Evaluación de función lineal y cuadrática. 
3. Comprensión de la Imagen 
Creación de secuencias pictóricas. 
Paso del lenguaje natural al simbólico 
Representación de variables 
4. Observación de la Propiedad 
Uso consciente de álgebra simbólica  
Término general de una sucesión. 
Formulación de ecuaciones 
Tabla 5.03. Relación Nivel de los niveles PK con las categorías halladas para el caso Diana 
 
1. Entrevistador: Dime qué es un rectángulo y un triángulo. Dibújalos si lo requieres. 
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     Diana: Un rectángulo es una figura de cuatro lados que un lado es más largo que el 
otro y un triángulo es una que tiene tres lados, es como la mitad de un rectángulo. 
 
     Acá se constata que Diana relaciona el triángulo con un cuadrilátero particular como el 
rectángulo. Luego de una breve reflexión con el entrevistador, Diana nota que en efecto, un 
triángulo siempre constituye la mitad de cualquier paralelogramo. Además, se le pide que 
escriba la palabra “rectángulo” para identificar en ella una propiedad del polígono, o sea, 
que sus ángulos internos sean todos rectos. 
 
2. Entrevistador: Dime qué entiendes por área y perímetro de una figura. 
     Diana: El área, la multiplicación de un rectángulo o cuadrado, la base por la altura y 
el perímetro es la suma de todos sus lados. 
 
     Diana expresa el concepto de área a partir de un ejemplo particular, sin embargo, no 
muestra cómo expresar a qué hace referencia el área de un polígono. 
 
3. Entrevistador: Entonces cómo puedes calcular área y el perímetro de la siguiente 
figura: 
 
     Diana comienza a hacerle trazos auxiliares a la figura dada y plantea lo siguiente: 
Diana: Divido la figura en partes y le hallo el área a cada una, y es fácil porque son 
rectángulos. Y el perímetro es ir como rodeando la figura sumando sus medidas: 
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Ilustración 5.50 
 
     El desarrollo del planteamiento de Diana es el siguiente: 
 
Ilustración 5.51 
 
     En esta ocasión se destaca el orden en el procedimiento y la seguridad con que afronta la 
solución del problema 
 
4. Entrevistador: Dime cómo se puede enunciar el área y el perímetro de un 
rectángulo en términos de sus lados 
     Diana: Para el área la multiplicación de la base por la altura y el perímetro es la suma 
de todos los lados. 
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5. Entrevistador: Escribe las secuencias de los números Naturales, pares, impares, 
triangulares, cuadrados, cubos, oblongos y potencias del 2. ¿Podrías convertir esas 
secuencias en figuras geométricas o por medio de puntos? 
Diana:  
 
Ilustración 5.52 
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     Entrevistador: ¿Tienes alguna manera de reconstruirlos sin memorizar secuencia por 
secuencia? 
     Diana: Con la fórmula hice el de los naturales, los pares, lo impares, los cuadrados, los 
cubos las potencias de dos. Los triangulares los saqué con la suma de los naturales y al 
final me acordé de la fórmula, y los oblongos los saqué con la suma de los impares y al 
final no supe sacar la fórmula. 
 
     Hasta este momento es importante señalar que Diana maneja bien las diferentes 
sucesiones, pues guarda o retiene buenas imágenes y relaciones entre ellas. Además, 
propone figuras para representar las diferentes secuencias, a excepción de los cubos que 
según él: “no me daba”. 
 
     A propósito de los oblongos, se preguntó a Diana por la relación entre éstos y los 
triangulares y, observando término a término las dos sucesiones, respondió que “los 
oblongos es el doble de los triangulares”; luego se le pidió que escribiera el término 
general de los triangulares y lo duplicara, a lo que respondió que quedaba n(n+1), con lo 
cual pudo evaluar y en efecto resultó la secuencia de los números oblongos. 
 
     El anterior análisis sirvió para que Diana, al tener algunas sucesiones claras, no se 
quedara sin una forma de reconstruir el término general de los oblongos puesto que 
reconocía, primero, que son el doble de los triangulares, y segundo, el término general de 
estos últimos. 
 
6. Entrevistador: Escribe los 4 siguientes términos de cada sucesión: 
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3, 7, 11, 15, 
18, 14, 10, 
1, 4, 9, 16, 
1, 2, 4, 8, 
     Diana: 
 
Ilustración 5.53 
 
7. Entrevistador: Sobre la pregunta anterior escribe, cuál es el patrón de formación 
que observaste en cada caso. Dime cómo iniciaste y dónde tuviste dificultades. 
     Diana: Todas las hice por medio de las diferencias. En la tercera, las diferencias son 
los impares y en la cuarta cada uno es el doble del anterior.  
 
8. Entrevistador: Observa la secuencia siguiente y representa el término 
gráficamente, además de escribirme con tus palabras la regla de formación. Puedes 
construir una tabla si lo requieres. 
 
     Diana:  
 
Ilustración 5.54 
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     En cuanto a modificar la figura, afirma lo siguiente: 
 
Ilustración 5.55 
 
     Diana reconoce rápidamente que se trata de la sucesión de los pares y afirma que basta 
con poner el cuadrado superior en la fila de los inferiores para que la figura cambie. 
 
9. Entrevistador: Una regla de formación se puede expresar en términos de la 
posición de cada término de la secuencia. Si la expresión general de una secuencia 
es 3n-2 llena la siguiente tabla: 
n 1 2 3 4 5 10 20 50 100 k 
3n-2           
     Diana: 
 
Ilustración 5.56 
 
10. Entrevistador: Ahora completa la siguiente tabla: 
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100 k 
(n-1)
2
 + n           
     Diana: 
 
Ilustración 5.57 
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     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para 
continuar? 
     Diana: No tuve problema con nada. 
 
     En efecto, Diana mostró seguridad y claridad al momento de realizar las dos tareas 
anteriores, o sea que, evidencia comprensión en la evaluación de una fórmula. 
 
11. Entrevistador: Invéntate una secuencia pictórica, pásala a numérica y has una tabla 
para hallar el término general. Trata de que la ley de formación contenga por lo 
menos dos operaciones aritméticas. 
     Diana:  
 
Ilustración 5.58 
 
12. Entrevistador: Deduce el término general de cada sucesión: 
4, 6, 8, 10, 12,… 
2, 4, 7, 11, 16,… 
3, 7, 13, 21, 31,… 
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1, 2, 4, 8, 16,… 
     Diana:  
 
Ilustración 5.59 
 
     Diana tuvo un poco de dificultad en la cuarta sucesión, pues al evaluar 2
n
, la misma 
comenzaba en 2 y no en 1; pero ella mismo propuso dividir entre dos la expresión y eso fue 
suficiente. 
 
13. Entrevistador: Expresa en lenguaje natural cada término general de las sucesiones 
anteriores. 
     Diana:  
 
Ilustración 5.60 
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     Debido a que Diana le son familiares las sucesiones estudiadas en el módulo, no tuvo 
que redactar operación por operación sino identificar los términos generales de secuencias 
conocidas y agregar una o dos palabras más. Esto evidencia comprensión en la estructura 
de las sucesiones y las relaciones entre las mismas. 
 
14. Entrevistador: Vamos ahora a abordar una sucesión cuyos términos son números 
Reales. Te daré la expresión general y tú hallarás los 10 primeros términos de la 
sucesión, donde n es un Natural. 
2 2
2
n
n n
a
n



 
     Diana: 
 
Ilustración 5.61 
 
     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste obstáculos? 
     Diana: Ninguno. 
15. Entrevistador: La fórmula para halla el área de un trapecio es 
2
B b
A h

 , donde 
B y b son las bases mayor y menor respectivamente y h indica la altura del trapecio. 
     Muestra cómo desde la figura de un trapecio puede hablarse de la suma de las áreas de 
dos triángulos y cómo puede corroborarse eso desde la fórmula del área del trapecio. 
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     Diana: 
 
Ilustración 5.62 
 
     El diálogo que se tuvo con Diana no fue lo suficientemente fructífero para arrojar un 
resultado concreto según lo que se pedía en la pregunta. Al principio, Diana escribió la 
expresión para hallar el área de un triángulo y dibujó un trapecio al que le asoció variables 
(letras). Luego de esto, expresó A1 y A2 en términos de las letras que le asoció al trapecio 
según lo que indicaran. Teniendo lo anterior claro, el entrevistador le preguntó qué podría 
hacer con las expresiones halladas para obtener la del área del trapecio, y esto dijo: 
 
     Diana: como el de abajo es el mismo, entonces se deja el dos y se suma lo de arriba, 
pero no sé qué más sigue. 
Luego de esto, el entrevistador le propuso sacar factor común, pero a pesar de identificar la 
hache como factor común, manifestó no saber hacerlo. Lo anteriormente expuesto, indica 
que Diana sabe asociar las variables con la magnitud que indican, pero no recuerda o 
maneja procedimientos básicos con operaciones entre expresiones algebraicas. 
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16. Entrevistador: Deduce de cada enunciado una ecuación que lo represente: 
a. Un número es el doble de otro y ambos suman 9. 
Diana: 
 
Ilustración 5.63 
 
b. La suma de tres números consecutivos es 33. 
Diana: 
 
Ilustración 5.64 
 
     Al principio, Diana propuso n+2n+3n, pero luego, ante la interpelación del 
entrevistador, reflexionó y propuso lo que se muestra en la imagen. 
 
c. En tres días un hombre ganó $175000 y cada día ganó la mitad de lo que ganó el día 
anterior. 
     Diana: 
 
Ilustración 5.65 
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     Al principio propuso indicar que en el tercer día se ganó n/3, pero notó que el 3 como 
denominador no indica la mitad de ½. 
 
17. Entrevistador: Ahora intenta deducir dos ecuaciones para cada enunciado: 
a. La diferencia de dos números es 14 y un cuarto de su suma es 13. 
     Diana:  
 
Ilustración 5.66 
b. Hace 8 años la edad de A era el triple de la de B y dentro de 4 años la edad de B será 
los cinco novenos de la de A. 
 
     Diana no respondió a esta pregunta debido a que no siente seguridad al momento de 
abordar fracciones, aunque sí identifica que una forma de abordar el problema es 
asumiendo el futuro como suma y el pasado como resta, en el presente no acierta dado que 
asume que va asociado con alguna operación. Aquí es oportuno decir que durante esta 
entrevista se ha observado que Diana presenta dificultades al momento de trabajar con 
fracciones y pareciera tenerles algún temor o rechazo, dado que se queja cuando algún 
enunciado las involucra. 
 
c. El área de un rectángulo es 5/3 de su perímetro. Y el ladro mayor es el doble del 
menor. 
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     Diana: 
 
Ilustración 5.67 
 
     Acá se hace evidente algo de álgebra sincopada y que el perímetro lo expresó bajo la 
definición y no con una letra que lo representara, sin embargo, esto le ayuda a plantear 
acertadamente la segunda ecuación, pues como se ha notado durante esta entrevista, Diana 
maneja claramente el área y el perímetro de un rectángulo en términos de sus lados.  
 
18. Entrevistador: Muéstrame cómo resuelves el siguiente problema: En el llano, una 
finca tiene forma rectangular y su área es de 10 hectáreas. Si su ancho es dos 
quintas partes del largo ¿cuál es el perímetro de la finca? 
Diana: 
 
Ilustración 5.68 
 
     Aquí cabe destacar que Diana no leyó el enunciado para luego resolver el problema sino, 
que en la medida en que fue leyéndolo, fue organizando el procedimiento. Por ejemplo, 
cuando leyó “rectángulo”, de inmediato dibujó dicha figura y cuando vio que su área es 
 128 
 
“10”, escribió dicho número dentro de la figura dibujada previamente. Además, no recurrió 
al planteamiento de ecuaciones sino que dijo: 
     Diana: Si es dos quintos entonces pongo cinco en el largo y dos en la altura y así cinco 
por dos da diez, que es el área que nos dan. Además así, el perímetro es catorce. 
 
     El problema contiene fracciones y en esto muestra dificultad Diana según lo visto en la 
pregunta 17, pero en este caso se le presentó la oportunidad de razonar numéricamente y 
solucionó el problema satisfactoriamente. 
 
5.2.3.1     Comprensión para el caso Diana de acuerdo a los descriptores 
 
     Para el caso Diana, el proceso ha sido satisfactorio debido al alto grado de comprensión 
adquirido en los componentes relacionados con sucesiones, lenguaje algebraico y 
geométrico. Las falencias observadas en Diana están relacionadas básicamente con el 
tratamiento de números Racionales expresados como fracción.  
 
 
     Así pues, Diana presenta comprensión del área y el perímetro del rectángulo y además lo 
diferencia del cuadrado y el rectángulo; plantea y resuelve problemas matemáticos básicos 
y muestra recursividad, en otros casos, hace las preguntas pertinentes para poder avanzar.  
 
 
     Diana presenta una buena comprensión de los contenidos trabajados en el módulo y 
confiesa que en las sucesiones no se las memoriza sino que las reconstruye a partir de las 
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fórmulas que sí tiene memorizadas, a partir de imágenes pictóricas. Respecto a las 
sucesiones, es recursiva al momento de hallar su término general sin necesidad de manejar 
por ejemplo teoría sobre progresión aritmética y geométrica. 
 
 
     En el paso de registro formal al natural presenta algunas dificultades, pues no maneja 
elementos ortográficos como la coma. Sin embargo, en el paso del lenguaje natural al 
formal, no presenta muchas dificultades e identifica los significados de suma, diferencia y 
producto asociados al planteamiento de ecuaciones, aunque presenta problemas para 
retomar contenidos como factorización de polinomios.  
 
 
     Por las razones anteriores, la estudiante se ubica dentro del nivel 3 del modelo PK, dado 
que tiene dificultades para manipular una fórmula bajo una condición dada, aunque 
establece relaciones entre registros formal y natural al momento de abordar problemas 
sobre sucesiones y área y perímetro del rectángulo. Por otra parte, presenta elementos 
claros para generalizar una sucesión a partir de otras conocidas, además del planteamiento 
de ecuaciones a partir de enunciados dados. 
 
 
5.2.4     Entrevista del Caso Alejo 
  
 
Nivel Categorías Halladas 
1. Conocimiento Primitivo Noción de rectángulo y triángulo. 
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Noción de perímetro. 
Sucesiones básicas con enteros. 
2. Creación de la Imagen 
Término siguiente de una sucesión 
Evaluación de función lineal 
3. Comprensión de la Imagen 
Creación de secuencias pictóricas. 
Representación de variables 
4. Observación de la Propiedad 
Representación alfanumérica. 
Álgebra simbólica 
Tabla 5.04. Relación Nivel de los niveles PK con las categorías halladas para el caso Alejo 
 
 
1. Entrevistador: Dime qué es un rectángulo y un triángulo. Dibújalos si lo requieres. 
     Al principio Alejo no sabe referirse con palabras a los polinomios por lo que decide 
dibujarlos, luego de lo cual expresa: 
 
Ilustración 5.69 
 
     Alejo: El triángulo va más o menos como una pirámide y el rectángulo va como más 
parado, como un cuadrito. 
     A continuación, el entrevistador dibuja rápidamente un paralelogramo y un cuadrado:  
 
Ilustración 5.70 
 
     Entrevistador: ¿Esto podría será un rectángulo? 
     Alejo: El primero podría ser rectángulo pero tiene la forma así como más acostada. 
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     Entrevistador: ¿Entonces cómo defines un rectángulo? 
     Alejo: Un rectángulo debe tener sus cuatro lados y ser cuadrado, o sea las rayas deben 
ser lineal o rectas, o más bien derechas. 
 
     Acá Alejo se refiere a que los ángulos internos deben ser rectos y cuando se le pregunta 
por un cuadrado y su diferencia con el rectángulo, responde de manera acertada: 
     Alejo: Creo que es con todo igual. Entonces el rectángulo va como más a lo largo y no 
tiene que tener las mismas medidas y que el cuadrado sí debe tener las mismas medidas. 
 
     En esta pregunta se notan indicios de repliegue, pues desde el nivel externo en el que se 
encuentra Alejo, retorna a imágenes anteriores para perfeccionar su comprensión sobre el 
rectángulo y, al volver, termina diferenciando dicha figura del cuadrado. 
 
2. Entrevistador: Dime qué entiendes por área y perímetro de una figura. 
Alejo: De que el perímetro es la suma de los lados y el área es multiplicación de todo lo 
que hay adentro, o la cantidad que hay dentro. 
 
     Entrevistador: Hablas de multiplicar. Por ejemplo, dibuja un rectángulo y dale valores 
a los lados. Muéstrame como hallas su área y perímetro. 
     Alejo: 
 
Ilustración 5.71 
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     La imagen anterior es el resumen de lo que se discutió alrededor de los conceptos de 
área y perímetro, pues al principio, Alejo mostró mucha dificultad para expresar el área del 
rectángulo y el área en general. Por ejemplo, la expresión 2(4+3) hubo que dársela y 
acompañarlo en su análisis para que notara el significado del dos; al final, el estudiante dijo 
“el dos indica que hay dos números repetidos” (el 7 y 7). Por el contrario, en el perímetro 
expresa claridad. 
 
3. Entrevistador: Entonces cómo puedes calcular área y el perímetro de la siguiente 
figura: 
 
     Alejo: Las figuras que puedo notar son como cuadraditos de lado 2, y en algunas partes 
caben 4 y en la larga 14. Entonces sumo de dos en dos. 
Para el área, cada cuadradito tiene 4 cuadraditos chiquitos y al caber 11, entonces en total 
sería 44. 
 
Ilustración 5.72 
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     A través de preguntas orientadoras se llevó a Alejo a la conclusión de que cada cuadrado 
de lado 2u contiene 4 cuadrados de lado 1u, y él hizo lo pertinente para hallar el área de la 
figura. 
 
     Del desarrollo del problema propuesto, es notorio que Alejo no tiene claro de qué se 
trata el área de una figura. Al planteársele este problema que implica el manejo del área de 
un rectángulo, sigue con las confusiones observadas en la pregunta 2. En cuanto al 
perímetro, nuevamente demuestra claridad en su procedimiento: 
 
 
Ilustración 5.73 
 
4. Entrevistador: Dime cómo se puede enunciar el área y el perímetro de un 
rectángulo en términos de sus lados 
     Alejo: Que el área se multiplca y el perímetro se suma… los lados. 
 
     En este caso, Alejo supo describir bien el área y el perímetro de un rectángulo en 
términos de sus lados, aunque como se concluyó más arriba, el área como concepto aún no 
lo tiene claro. 
 
5. Entrevistador: Escribe las secuencias de los números Naturales, pares, impares, 
triangulares, cuadrados, cubos, oblongos y potencias del 2. ¿Tienes alguna manera 
de reconstruirlos sin memorizar secuencia por secuencia? 
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     Alejo: Los naturales serían los continuos, los pares sería 2, 4, 6, 8; los impares serían 
1, 3, 5, 7; los triangulares serían la suma de los naturales; los cubos, sí mismos 
multiplicados por tres. 
 
     Entrevistador: ¿Podrías convertir esas secuencias en figuras geométricas o por medio 
de puntos?  
Alejo: 
 
Ilustración 5.74 
 
     Alejo mostró en la anterior imagen cierta recursividad para abordar las sucesiones a 
partir de configuraciones puntuales. A medida que iba avanzando en las figuras, se le hacía 
más fácil diseñar otra para la siguiente sucesión, pues, como puede apreciarse, los cubos los 
representó con formas de corazón, los oblongos a modo de diamante y las potencias de 2 
con paralelogramos de altura dos con excepción del primero, pues asumió que la primera 
posición es 2
0
, tal como se vio en la actividad 4. 
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6. Entrevistador: Escribe los 4 siguientes términos de cada sucesión: 
3, 7, 11, 15,  
18, 14, 10,  
1, 4, 9, 16,  
1, 2, 4, 8,   
     Alejo: 
 
Ilustración 5.75 
 
     Entrevistador: ¿te dio dificultad? 
     Alejo: Sí, la tercera, porque no logré identificar cuáles eran. 
 
7. Entrevistador: ¿Entonces cuál es el patrón se formación que observaste en cada 
coso? 
     Alejo: La de la primera va de cuatro en cuatro, y la segunda también pero bajando. La 
tercera son los impares y la cuarta va con los pares, o sea las diferencias. 
 
     Alejo no tuvo mayor problema para deducir los cuatro términos siguientes de las dos 
primeras sucesiones, pues la diferencia es constante, pero en las dos últimas reconoció que 
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las diferencias no son constantes y, por tanto, toca examinar a qué sucesión conocida se 
parece. Es de notar que no reconoció en esta tarea progresiones geométricas, pues  asumió 
que todas se pueden analizar como si fueran progresiones aritméticas. 
 
8. Entrevistador: Observa la secuencia siguiente y dibuja el término siguiente, 
además de escribirme con tus palabras la regla de formación. Puedes construir una 
tabla si lo requieres. 
 
     Alejo:  
 
Ilustración 5.76 
 
Y la tabla: 
 
Ilustración 5.77 
 
El término general es 2n pues dos por una dos, dos por dos cuatro; dos por tres seis. 
     Alejo identificó fácilmente el término general, pues retomó la imagen de los pares, y los 
evaluó correctamente. 
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     Entrevistador: ¿habría alguna manera de modificar cada figura para que la secuencia 
cambiara de forma geométrica? 
     Alejo: El cuadrito de arriba dejarlo quieto y los de un extremo acomodarlos arriba para 
que den rectángulos, así: 
 
Ilustración 5.78 
 
9. Entrevistador: Una regla de formación se puede expresar en términos de la 
posición de cada término de la secuencia. Si la expresión general de una secuencia 
es 3n-2 llena la siguiente tabla: 
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100 k 
3n-2           
      
Alejo: 
 
Ilustración 5.79 
 
     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para 
continuar? 
     Alejo: Pues no, la k la asumí como n, o sea el enésimo, pero como eso puede ser 
cualquier letra, así lo hice. 
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10. Entrevistador: Ahora llena la siguiente tabla: 
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100 K 
(n-1)
2
 + n           
     Alejo: 
 
Ilustración 5.80 
 
     Entrevistador: ¿Cómo lo pensaste y lo hiciste? ¿Dónde encontraste dificultad para 
continuar? 
     Alejo: El paréntesis es para encerrar y el cuadrado afecta al paréntesis. Así que, por 
ejemplo, cuatro menos uno, tres; tres por tres, nueve y nueve más… cuatro, trece. 
 
     Al principio Alejo tuvo dificultades para evaluar el binomio al cuadrado pero por medio 
de preguntas orientadoras, llegó a la conclusión anterior. 
De los enunciados donde se da el término general para hallar los primeros términos, se 
evidencia en Alejo un uso consciente del significado de la letra n, o cualquier otra letra que 
la esté sustituyendo. 
 
11. Entrevistador: Invéntate una secuencia pictórica, pásala a numérica y has una tabla 
para hallar el término general. Trata de que la ley de formación contenga por lo 
menos dos operaciones aritméticas. 
Alejo: De las figuras, voy a contar los cuadritos y con eso armo la tabla: 
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Ilustración 5.81 
 
     Alejo fue astuto al elegir cuadriláteros de base igual a la posición y de altura n+1, 
aunque en se evidencian términos con altura n-1. Cuando se le mostró que bajo ese 
esquema, el término general sólo contendría una operación aritmética (4n), decidió borrar 
dos puntos en cada término y así logró realizar correctamente la tarea propuesta. 
 
     A pesar de hacer cambios de posición en algunos términos, parece claro que Alejo es 
consciente de la tarea encomendada, pues luego de recodarle el asunto de las dos 
operaciones aritméticas, supo qué hacerle a cada figura. 
 
12. Entrevistador: Deduce el término general de cada sucesión: 
4, 6, 8, 10, 12,… 
2, 4, 7, 11, 16,… 
3, 7, 13, 21, 31,… 
1, 2, 4, 8, 16,… 
Alejo:  
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Ilustración 5.82 
 
     La anterior imagen muestra el resultado de todo lo que se conversó alrededor de esta 
tarea. Téngase en cuenta que el estudiante tuvo a la mano su cuaderno de matemáticas y las 
actividades del módulo por si acaso no lograra dar con el término general de alguna 
sucesión.  
 
 
     La primera y cuarta sucesión fueron sencillas para Alejo, aunque en la cuarta no se 
percató pues para que se cumpla su propuesta, n debe ser mayor o igual a cero. Luego, hizo 
la tercera al relacionarla con los números oblongos, y esto no le supuso mucha dificultad. 
La segunda sucesión fue particularmente dificultosa para Alejo, pues al compararla con 
alguna de su cuaderno, no lograba percatarse de que se trata del siguiente natural de cada 
triangular. Al final, luego de un diálogo con el entrevistador, analizando en su cuaderno 
sucesión por sucesión, Alejo retomó la tercera y la dividió entre dos; al pedirle evaluar n=3, 
no dio 7; entonces hubo que proponer el término tal cual se muestra en la imagen. 
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     Como se dijo anteriormente, Alejo no logró relacionar la segunda sucesión con la de los 
triangulares, y más bien la asoció a los oblongos. Esto indica que pudo retener más 
fácilmente la imagen de la sucesión de los oblongos que la de los triangulares y no logró 
comprender que los primeros son el doble de los segundos.  
Así, el recurrir a imágenes anteriores, se evidencia un indicio de repliegue, pues retoma 
elementos de imágenes anteriores, las reexamina, y retorna al nivel externo para realizar la 
tarea. 
 
13. Entrevistador: Expresa en lenguaje natural cada término general de las sucesiones 
anteriores. 
     Alejo:  
 
Ilustración 5.83 
 
     Estas respuestas evidencian falta de comprensión en el uso de ciertas reglas de sintaxis 
de la lengua castellana. No se evidencia una aceptable traducción del lenguaje algebraico al 
natural, a pesar de mostrar comprensión en la evaluación de los términos generales de cada 
sucesión. 
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14. Entrevistador: Vamos ahora a abordar una sucesión cuyos términos son números 
Reales. Te daré la expresión general y tú hallarás los 10 primeros términos de la 
sucesión, donde n es un Natural. 
2 2
2
n
n n
a
n



 
 
     Alejo: 
 
Ilustración 5.84 
 
15. Entrevistador: La fórmula para hallar el área de un trapecio es 
2
B b
A h

 , donde 
B y b son las bases mayor y menor respectivamente y h indica la altura del trapecio. 
     Muestra cómo desde la figura de un trapecio puede hablarse de la suma de las áreas de 
dos triángulos y cómo puede corroborarse eso desde la fórmula del área del trapecio. 
 
     Alejo: No entiendo nada de la pregunta, eso está muy difícil. 
Alejo manifestó no entender la pregunta y prefirió no contestarla. 
 
16. Entrevistador: Deduce de cada enunciado una ecuación que lo represente: 
a. Un número es el doble de otro y ambos suman 9. 
     Alejo: ¿el doble sí se puede representar? 
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Entrevistador: Tiene qué ver con el dos ¿pero bajo qué operación? 
     Alejo: multiplicando, entonces: 
 
Ilustración 5.85 
 
b. La suma de tres números consecutivos es 33. 
     Alejo: 
 
Ilustración 5.86 
 
     Acá Alejo no supo cómo expresar los números consecutivos con una única letra. 
c. En tres días un hombre ganó $175000 y cada día ganó la mitad de lo que ganó el día 
anterior. 
     Alejo: Si dicen la mitad, o sea que es dividiendo:  
 
 
Ilustración 5.87 
 
     Alejo demostró en estas tres preguntas, dificultades para representar enunciados simples 
como doble de un número, mitad, además de las palabras relacionadas con el signo “=”. En 
el tercer enunciado, tuvo serias dificultades para reconocer que 175000 es la suma de los 
tres días y no lo que se ganó en el primer día. Mostró confusión en las expresiones 2n, 2
n
 y 
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2n, y a pesar de haber afirmado que la mitad es dividiendo, sugirió expresarlo como x
2
. Sin 
embargo, cabe destacar que, numéricamente, reconoce que la mitad de la mitad de un 
número es su cuarta parte.   
 
     Las imágenes anteriores son producto de mucha discusión sobre las ideas que tenía 
Alejo sobre el planteamiento de ecuaciones, pues en ocasiones mostraba indicios de tener 
elementos claros para representar expresiones simples, pero  cuando iba a hacer el 
planteamiento escrito confundía dichas expresiones. 
 
17. Entrevistador: Ahora, intenta deducir dos ecuaciones para cada enunciado: 
a. La diferencia de dos números es 14 y un cuarto de su suma es 13. 
b. Hace 8 años la edad de A era el triple de la de B y dentro de 4 años la edad de B será 
los cinco novenos de la de A. 
c. El área de un rectángulo es 5/3 de su perímetro. Y el ladro mayor es el doble del 
menor. 
 
     Las dos preguntas anteriores tratan sobre el planteamiento de ecuaciones y se optó por 
no plantear la pregunta 17, pues exige mucha comprensión de la 16, comprensión que en 
Alejo no se evidenció. 
 
18. Entrevistador: Muéstrame cómo resuelves el siguiente problema: En el llano, una 
finca tiene forma rectangular y su área es de 10 hectáreas. Si su ancho es dos 
quintas partes del largo ¿cuál es el perímetro de la finca? 
Alejo: Entonces dibujo un rectángulo y pongo 5 y 2: 
 145 
 
 
Ilustración 5.88 
 
     En esta ocasión Alejo interpreta la expresión 2/5 como razón entre el largo y el ancho 
sin percatarse de que el 2 es las dos quintas partes de 5, y como 2(5)=10, entonces concluye 
que los lados son los que muestre en la imagen.  
 
     Se trata de una solución puramente aritmética del problema y que da cuenta de un 
indicio de complementariedad de la acción y la expresión, en tanto que Alejo realiza su 
procedimiento y luego lo revisa a la luz de los datos, y no deja de ser una salida ingeniosa. 
 
 
5.2.4.1     Comprensión para el caso Alejo de acuerdo a los descriptores 
 
 
     Luego del trabajo de campo, Alejo presenta comprensión al momento de abordar 
problemas donde se pregunta por el perímetro y lo entiende en su forma más simple: la 
suma de los lados, y en cuanto al área, no posee el concepto. El estudiante tiene claridad en 
la diferencia entre un cuadrado y un rectángulo, pero al momento de definir el área y el 
perímetro de este último en términos de sus lados, presenta dificultades. 
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     En cuanto a sucesiones, Alejo logra comprender elementos de una sucesión como lo son 
término siguiente y término general o enésimo, a pesar de mostrar cierta dificultad al 
momento de deducir este último. Además, muestra comprensión en la evaluación del 
término general de una sucesión para extraer los primeros términos. 
 
 
     Sobre el lenguaje, tuvo serios inconvenientes en formular ecuaciones y algunas 
dificultades en expresar el término general de una sucesión. Por otra parte tuvo ocasiones 
en que confundía las expresiones para el doble de una cantidad y el cuadrado de la misma. 
Además, en la pregunta 13, mostró deficiencias en leer correctamente  expresiones 
algebraicas. Sin embargo, se evidenció comprensión en el uso consciente de elementos 
alfanuméricos para referirse a incógnitas. 
 
 
     Cabe notar que en algunas ocasiones, mostró cierto ingenio al abordar situaciones algo 
complicadas en lenguaje como la pregunta 18, y en una más sencilla como la 8, pues 
transformó las figuras de cada término en rectángulos. 
 
     En conclusión y a la luz de los descriptores, Alejo logra situarse en el nivel 2 del modelo 
PK, pues maneja conceptos ricos en imágenes simples, suficientes para resolver problemas 
asociados a lenguaje matemático básico. 
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5.3     Elementos complementarios de la acción y la expresión 
 
 Creación de la imagen: análisis de la imagen – realización de la imagen  
 
     Para el caso de la creación de la imagen, se pudo notar que los estudiantes en el caso de 
algunas secuencias que tenían que ver con sucesiones geométricas, necesitaban, bien fuera 
el apoyo visual que aportara el docente o la construcción pictórica de algunas de esas 
secuencias. Por ejemplo, en la pregunta 3 de la entrevista, evidencia en todos los casos estas 
complementariedades porque los estudiantes al mostrárseles la imagen, observan relaciones 
entre la longitud de los lados de acuerdo a las proporciones de la misma figura. Así, para el 
área, realizan trazos auxiliares para dividir la imagen y así calcular el área de cada parte 
para luego sumar los resultados. 
 
 
 Comprensión de la imagen: Expresión de la imagen – Visualización de la 
imagen. 
 
 
     La pregunta 4 del caso Julián da cuenta de estas complementariedades. En esta pregunta 
se interroga a Julián por una expresión para el área del rectángulo en términos de sus lados, 
entonces el estudiante dibuja un rectángulo, le asigna las letras que identificarán a las 
variables y luego expresa el área del rectángulo, al identificar cuál hace las veces de base y 
cuál las veces de altura. La expresión de la imagen consiste en dibujar el rectángulo como 
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recurso para visualizar las propiedades de dicha imagen y expresar su área. Esta última 
manifestación puede considerarse como un registro de la propiedad (acción en el nivel 4). 
 
 
 Observación de la propiedad: Registro de la propiedad y predicción de la 
propiedad   
 
 
     En este caso, una vez se habían visualizado las propiedades, se pasa al nivel siguiente 
donde las posibilidades de generalización en secuencias, en cálculos de área o de 
perímetros se dieron en términos de hallar términos generales y con esos términos generales 
predecir lo que ocurriría después.  
 
 
     También fue notorio cuando en una sucesión se les pedía encontrar una fórmula y a 
partir de la misma realizar cálculos. Un ejemplo concreto se observa en la pregunta 12 
respondida por el caso Diana, pues en ella, el estudiante predice la propiedad de cada 
sucesión y muestra la expresión algebraica para el término general. Es decir, reconoce las 
propiedades subyacentes en cada secuencia y traduce dichas propiedades en el término 
enésimo usando el análisis vertical. 
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5.4     Mirada a las actividades del módulo de aprendizaje 
 
 
     Para complementar el análisis cualitativo realizado hasta el momento, se muestran a 
continuación algunos resultados de las actividades del módulo y se contrastan con los 
mostrados en la entrevista. Téngase en cuenta que: 
1. Se analiza la calificación de cada actividad8 para una muestra de 36 estudiantes que 
conforman grupos de 3; es decir, se analizan algunos resultados de los 12 grupos 
conformados. 
2. Las actividades 1 y 2 son principalmente de carácter numérico. 
3. La tercera actividad es sobre el cambio de lenguaje natural a algebraico y viceversa 
4. La actividad 5 trata sobre sucesiones en contextos reales y matemáticos. 
5. La escala es: Bajo (<3), Básico (desde 3 a hasta 3,9), Alto (desde 4 a hasta 4,5) y 
Superior (>4,5). 
Actividad Bajo % Básico % Alto % Superior % 
1 1 8,33 6 50 5 41,66 0 0,00 
2 1 8,33 4 33,33 4 33,33 3 25 
3 9 75 3 25 0 0,00 0 0,00 
5 3 25 6 50 2 16,66 1 8,33 
Tabla 5.05. Resultados de las actividades del módulo evaluadas en clase 
 
     De la anterior tabla, se deduce que en las dos primeras actividades se obtuvo un 
rendimiento principalmente básico o alto, dado que estaban más orientadas al conocimiento 
primitivo.  
 
                                                     
8
La actividad 4 no es objeto de análisis, pues aunque se evaluó por medio de la socialización, no se calificó, dado que se 
dejó para realizar extraclase. 
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     En la tercera actividad se evidencia un 75% de estudiantes con dificultades para obtener 
desempeños alto o superior, lo cual indica que hubo varias dificultades en la comprensión 
del paso del lenguaje natural al algebraico y viceversa, en la evaluación de fórmulas y en el 
tratamiento de sucesiones. Así, la actividad 3 se constituye en un recurso que permite 
evaluar el alcance del pensamiento variacional en sus componentes de lenguaje, evaluación 
de funciones y análisis de sucesiones, para tomar acciones en pro de superar las dificultades 
en la comprensión del cambio del tipo de registro. 
 
 
     Debido a lo anterior, se propusieron las actividades 4 y 5, que permitieran profundizar 
en el cambio del tipo de registro mediante sucesiones, fórmulas, pictogramas y tablas, 
acompañados del proceso de generalización, y así ir superando las dificultades asociadas a 
la actividad 3. Estas facultades parecen tener una primera señal de superación, dados los 
resultados de la quinta actividad, pues un 75% de los grupos obtuvo un rendimiento básico, 
alto, o superior. Este tratamiento de las dificultades en comprensión que se evidenciaron en 
las últimas actividades, permitió ir refinando y consolidando los descriptores para poder 
determinar los diferentes niveles donde los estudiantes se podían ir clasificando. 
 
 
     De los resultados obtenidos durante el módulo de aprendizaje, se notó que la una 
dificultad consiste en el paso de los registros de lengua natural a lenguaje formal, y aún más 
el proceso inverso, es decir, la traducción en lenguaje natural de las expresiones 
algebraicas, principalmente por el inadecuado uso de la coma como signo de puntuación. 
Tal situación se evidenció durante el desarrollo de la entrevista a los cuatro casos. 
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     De los 36 participantes del módulo, 4 fueron seleccionados como casos tipo para la 
aplicación del guión y como se puede constatar en el desarrollo de dicho guión, la mitad de 
los estudiantes mostró dificultades en la generalización de las sucesiones y sólo uno 
evidenció comprensión en el paso del registro formal al natural (expresión en lenguaje 
algebraico a expresión en lenguaje natural).   
 
 
     Hubo coincidencia en las respuestas dadas por los cuatro casos en cuanto a las 
diferencias entre un rectángulo, un cuadrado y un paralelogramo. Dichos casos concurren 
en decir que para el rectángulo los lados deben estar derechos, como queriendo decir que 
deben ser perpendiculares. Así, la noción de perpendicularidad está asociada a lados 
derechos, en términos de que no haya un lado oblicuo respecto al adyacente; de esta 
manera, para ellos, ángulo obtuso y agudo se relacionan con ser oblicuos, y el ángulo recto 
con ser derecho. 
 
 
     En general, se notaron dificultades en conceptos geométricos básicos, correspondientes 
a grados de escolaridad anteriores, y generados por mostrar siempre en la misma posición 
los diferentes polígonos para ser la recordación de una figura pensando que esa es la única 
gráfica posible, pero que a medida que avanzan en el conocimiento dan la posibilidad de 
tener otras representaciones pictóricas. Ejemplo: El rectángulo debe tener la base mayor 
que la altura; en el triángulo los lados parecen ser siempre iguales y en el caos de los 
ángulos la clasificación no se da en rectos, agudos u obtusos sino como derecho o 
inclinado, donde éste último pude representar ángulo mayor o menor a uno de 90°.  
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Entonces, una vez comienzan a trabajar en forma algebraica, los estudiantes se dan cuenta 
que, en un rectángulo, dado que la base y la altura pueden ser cualquier cantidad en R
+
, 
ellos reconocen que los cuadrados también pueden ser rectángulos. 
 
 
5.5      
 
Opinión de los estudiantes entrevistados sobre el módulo y su 
metodología, así como de la entrevista 
 
 
     A continuación se presenta una tabla donde se muestran las opiniones de los cuatro 
casos, sobre el módulo de aprendizaje, la metodología aplicada y la entrevista, luego de 
terminar de implementar esta última.   
 
 Módulo Metodología Entrevista 
Julián 
Bueno en las 
socializaciones, la 
claridad de los ejemplos 
cuando resolvíamos 
punto por punto de cada 
actividad.  
Me gustaron las 
socializaciones porque el 
profesor explicaba pasito 
por pasito los puntos de 
cada actividad. 
Lo más difícil fue el 
punto 12, 15, 16, 17  y el 
18.  
Y lo más fácil la 6, 9, la 
10 y la 14, aunque a 
veces me corcharon pero 
creo que sí soy capaz. 
Alejo 
 
Las primeras 
actividades fueron 
fáciles y llevaba un 
buen rendimiento, y las 
últimas fueron más 
duras pero creo que 
aprendí de todas 
formas. 
Podíamos estar con todos 
los compañeros de que si 
uno no entendía una 
cosa, la podía entender, y 
formar una misma idea y 
comentarlo. 
Lo que no me gustó es 
que algunos compañeros 
se apoyaban mucho en 
una persona. 
Me parecieron buenas las 
actividades, así en grupo.   
Me dio mucha dificultad 
el área y la pregunta 17. 
La más fácil fue la 
escribir los términos 
siguientes. 
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Tabla 5.06. Opinión de los estudiantes entrevistados sobre el módulo y su metodología así 
como de la entrevista 
 
     Analizando los resultados de los diferentes instrumentos, se encuentra concordancia 
entre los resultados obtenidos; este hecho es de importancia en el proceso de refinación de 
los descriptores a partir del análisis de los diferentes casos. Según Stake (1999): 
 
Cuando hablamos de métodos en los estudios de casos, nos referimos una vez más 
sobre todo a la observación, la entrevista y la revisión de documentos. (…). La 
entrevista es un método alternativo, con el que, mediante otro observador, se pretende 
ver aquello que quizá yo no haya percibido. Normalmente. Sus respuestas confirman  
mi  descripción en  alguna medida y,  a  menudo,  parte de mi  interpretación. (p. 99). 
 
 
     Teniendo como base lo afirmado por Stake (1999) hay correspondencia entre lo 
observado durante la entrevista, el módulo y la apreciación de los estudiantes, en cuanto a 
las dificultades presentadas al momento de hallar el término general de una sucesión y 
pasar del lenguaje natural al algebraico y viceversa. 
Tatiana 
Lo más fácil y claro  
fue la actividad de 
problemas con 
secuencias numéricas y 
geométricas. 
Lo bueno fue que todos 
los temas eran muy 
interesantes. todos me 
dejaron muy buen 
aprendizaje 
Buena, porque cada uno  
expresaba sus ideas para 
solucionar los temas. Ya 
las reuníamos o 
escogíamos la mejor 
opción. 
Lo más difícil fue 
expresar con las propias 
palabras las expresiones 
algebraicas o sea la 
pregunta 13. Y lo más 
sencillo las sucesiones. 
Diana 
Me parecieron buenas 
las actividades y siento 
que avancé. 
Me gustó lo de los 
grupos aunque vi muchos 
compañeros que no le 
aportaban a su grupo, por 
eso preferiría que más 
bien todos trabajaran 
solos y así nadie pastelea. 
Lo más difícil las 
preguntas sobre 
fracciones y lo más fácil 
fue las de las fórmulas 
que ya las dan listas para 
evaluar, y las 
secuencias. 
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     Además, según lo observado por parte del profesor, la tabla anterior muestra 
concordancia entre las preguntas que causaron más dificultad y los respectivos temas 
desarrollados en el módulo, como por ejemplo, los de la actividad 3. 
 
 
5.6     Trabajo por colectivos 
 
 
     El módulo de aprendizaje se implementó durante el segundo periodo del año lectivo (10 
semanas) y a los estudiantes se les permitió conformar grupos de tres para participar por 
colectivos en el mismo. Al respecto, se hizo la observación sobre cómo interactuaban entre 
sí los integrantes cada grupo y cómo se percibió el carácter de improvisación por medio del 
proceso de coacción. 
 
 
     Como consecuencias, se conformaron 12 grupos de tres personas, donde nueve tenían 
uno o dos estudiantes con una amplia red conceptual en matemáticas y tres tríos cuyos 
integrantes no han demostrado dicho bagaje. 
 
     Durante la implementación de las dos primeras actividades (de contenido numérico) los 
grupos se sintieron inquietos en relación a los que se les presentaba, pues la información 
contenida en los cuestionarios (ver anexo 1 y 2) y que ya se había trabajado en grados 
anteriores, volvía a retomarse. Expresiones como suma y producto les resultaban familiares, 
mientras que diferencia, cociente y rango de variación no, pues, o nunca se los habían 
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enseñado o no los recordaban. Entonces, entre los mismos integrantes se compartían ideas 
(imágenes) sobre lo que recordaban de las expresiones allí presentadas y, como se 
mencionó anteriormente, se conformaron grupos donde se observó el liderazgo por parte de 
algún integrante y éste orientaba las acciones del trío como sugerir soluciones, servir de 
mediador entre las diferentes opiniones, invitar al profesor para confirmar suposiciones o 
creencias. 
 
 
     Los estudiantes se mostraron entusiasmados por poder “trabajar en equipo”, pues eso les 
permite compartir ideas de todo tipo, además de las asociadas a la clase de matemáticas. La 
versatilidad de la metodología permitió que se pudiera usar calculadora y hasta compartir 
ideas entre los mismos grupos. La importancia de esto radica en que el ambiente de la 
sesión se torna tranquilo, libre de tensiones, con un buen espacio de tiempo para solucionar 
los cuestionarios y realizar la posterior socialización. Como lo confirman Towers & Martin 
(2006): 
 
We  suggest  the students are mutually coacting on the ideas of each other, and 
building on what has been offered to attempt to collectively work together to have (or 
even re-have) a useable image. This Image Having is not located in the 
understandings of any one individual, but instead emerges from the way that the 
individual mathematical ideas are starting to intertwine, as the group collectively 
accepts ideas
9
. (p. 634). 
 
 
                                                     
9
Sugerimos que los estudiantes están activos mutuamente en coacción con las ideas de los demás, y sobre la base de lo 
que se ha ofrecido tratar de trabajar colectivamente en conjunto para tener (o incluso volver a tener) una imagen utilizable. 
Esta imagen que tiene no se encuentra en la comprensión de un solo individuo, sino que surge de la forma en que las ideas 
matemáticas individuales comienzan a entrelazarse, ya que el grupo acepta colectivamente dichas ideas.  
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     La observación sobre el desarrollo por colectivos del módulo de aprendizaje, permitió 
constatar que aunque los individuos contribuyeron claramente a la solución de los 
cuestionarios, la imagen que tenían después no podría atribuírsele a ninguno en particular, 
pues es colectiva y por tanto, a través de la coacción, se ancló en el proceso de comprensión 
de cada participante. Así, cada estudiante aportó parte de la imagen y el grupo las entrelazó 
para obtener la que todos consideraban aceptable para luego usarla en nuevas situaciones. 
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6. CONCLUSIONES 
 
     Luego del diseño y aplicación del módulo de aprendizaje y el análisis de sus resultados a 
partir de una entrevista semiestructurada de carácter socrático, se describen las siguientes 
conclusiones: 
 
 
6.1     Sobre los objetivos 
 
 
     Se logró diseñar un módulo de aprendizaje, en el cual, los conceptos de área, perímetro 
y sucesión permitieran favorecer la transición del pensamiento numérico al algebraico, por 
medio de actividades que posibilitaron la comprensión de lenguaje algebraico a partir del 
natural, dentro de los cuatro primeros niveles del modelo PK para el crecimiento de la 
comprensión del conocimiento matemático. 
 
 
     Los procesos asociados al paso del pensamiento numérico al algebraico, en términos del 
paso del lenguaje natural al lenguaje algebraico, tales como lo que se denominó en su 
momento análisis horizontal de una sucesión, análisis vertical de una sucesión y la 
manifestación de registro escritos en lenguaje formal provenientes de lenguaje natural y 
viceversa, se mostraron adecuados para la consecución de avances en la comprensión de los 
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estudiantes frente al proceso general de la comunicación. Así, hay concordancia con la 
propuesta del MEN (1998) citando a TNCM (1989), 
 
(…), la comunicación juega un papel fundamental, al ayudar a los niños a construir los 
vínculos entre sus nociones informales e intuitivas y el lenguaje abstracto y simbólico 
de las matemáticas; cumple también una función clave como ayuda para que los 
alumnos tracen importantes conexiones entre las representaciones físicas, pictóricas, 
gráficas, simbólicas, verbales y mentales de las ideas matemáticas. Cuando los niños 
ven que una representación, como puede serlo una ecuación, es capaz de describir 
muchas situaciones distintas, empiezan a comprender la potencia de las matemáticas;  
cuando  se  dan  cuenta  de  que  hay  formas  de  representar  un  problema  que  son  
más útiles que otras, empiezan a comprender la flexibilidad y la utilidad de las 
matemáticas. (p. 74) 
 
 
     De acuerdo con esta perspectiva, se pudo favorecer la representación algebraica de 
ecuaciones simples a partir de actividades incluidas en el módulo de aprendizaje como la 1, 
2 y 3, en especial esta última, dado que contenía preguntas asociadas al paso de los 
registros natural al formal y viceversa, evaluación de funciones y una introducción a las 
sucesiones las cuales se profundizan en la actividad 4 y en contextos matemáticos y reales 
en la actividad 5. 
 
 
     La implementación y posterior análisis de los resultados del módulo de aprendizaje, 
muestran la posibilidad de vincular el mismo a otras asignaturas como Lengua Castellana e 
Idioma Extranjero, porque en muchas de las expresiones había que manejar signos de 
puntuación y abstraer la sintaxis del lenguaje formal y natural. 
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     En efecto, al momento de pasar de un registro simbólico a uno en lengua natural,  se 
evidencian dificultades debido a que no hay congruencia en la organización sintagmática de 
una serie de palabras y la organización no sintagmática de la serie de símbolos. Así, una 
fórmula o función matemática expresada en lenguaje algebraico, contiene una o varias 
operaciones donde el orden de desarrollo de las operaciones puede ser distinto del de la 
lectura o escritura en lenguaje natural. 
 
 
     El paso del lenguaje natural al lenguaje algebraico debe consistir en un proceso planeado 
meticulosamente pues, primero, con frecuencia se efectúa un cambio de registro con fines 
de simplicidad para luego quedarse solo con el registro en el cual se trabaja; y segundo, se 
cree que la inmediatez y simplicidad de un cambio de registro es cuestión de trámite, 
asumiéndose que lo contrario implica quedarse atrasado en términos del cumplimiento de 
un plan de área. 
 
 
6.2     Sobre la entrevista semiestructurada de carácter socrático 
 
 
     Se logró diseñar una entrevista semiestructurada de carácter socrático que permitiera 
determinar el nivel de comprensión en el paso del lenguaje natural al lenguaje algebraico y 
viceversa, de cuatro casos tipo, enmarcados dentro del modelo PK. 
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     Dentro del guión entrevista, se tuvo en cuenta componentes temáticos como área y 
perímetro de algunos polígonos, evaluación de funciones y análisis de sucesiones, que 
permitieron estratificar el alcance de la comprensión de los casos dentro del proceso 
general de comunicación.  
 
 
     La opinión general sobre la entrevista viene dada por las dificultades presentadas en las 
preguntas asociadas a los niveles 3 y 4 del modelo PK. Estos niveles (en especial el 4) se 
inclinaban por la generalización de secuencias o sucesiones, comprensión de los registros 
natural y algebraico y sus relaciones sintácticas, y algunos tropiezos en el parte de álgebra 
operativa.  
 
 
     Además de las dificultades, la entrevista permitió evidenciar las fortalezas de los 
estudiantes en casos concretos como término siguiente de una sucesión mediante análisis 
horizontal y, área y perímetro de un rectángulo como figura que compone a otra (pregunta 
3 del guion). Los conceptos subyacentes a los citados componentes temáticos, tuvieron 
cierto avance o refinamiento por cuenta del carácter socrático de la entrevista (ítems 4, 5, 8, 
y 9 del decálogo de Jurado y Londoño (2005)) ya que ésta supone grandes ventajas para 
usar la pregunta con su carácter desestabilizador y promotor de conflicto en las 
concepciones de los estudiantes y como garantía del paso de las concepciones hacia el 
proceso de conceptualización (MEN 1998).  
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     Al final, la entrevista de carácter socrático posibilita desarrollar una recomendación 
hecha por el MEN (1998), donde destaca la importancia de la pregunta dentro de una clase, 
al decir que: 
 
En nuestras clases los profesores necesitamos escuchar lo que los estudiantes 
comprenden, lo que ellos saben, lo que ellos piensan sobre las matemáticas y sobre 
su aprendizaje, escuchar las preguntas que hacen y las que no hacen, etc., para  
conocer  cómo  van  sus  procesos  de  razonamiento,  de  resolución  de  problemas,  
etc.,  para  orientar  el  uso  del lenguaje matemático y ayudarlos a desarrollar su 
habilidad para comunicar matemáticas.  (p. 75). 
 
 
6.3     Sobre la metodología 
 
     La metodología que se implementó para la aplicación del módulo de aprendizaje, 
consistió en conformar grupos de tres estudiantes dentro de una muestra de 36. De esta 
forma, se generaron 12 grupos que debían desarrollar las diferentes actividades, con la 
posibilidad de solicitar ayuda de parte de otro grupo o el profesor.  
 
 
     Esta metodología con trabajo en grupos mostró fortalezas como la cooperación entre los 
integrantes de cada trío con el objetivo de finalizar cada actividad en el tiempo 
prestablecido, y el razonamiento y comunicación de las ideas por medio dela socialización 
interna de cada grupo, para generar una propuesta de solución a las preguntas, tal y como 
manifiestan Alejo y Tatiana.  
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     Tomando las opiniones de Alejo y Tatiana sobre el módulo y lo observado en la 
implementación de éste, se concluye que los procesos de improvisación y coacción tuvieron 
su efecto dentro del trabajo grupal realizado, debido al interés mostrado por parte de los 
estudiantes para desarrollar los diferentes cuestionarios y preparase para la posterior 
socialización. En palabras de Towers & Martin (2006): 
 
In theoretical terms, and to emphasise the value of researchers’ attention being 
oriented to coactions  (rather  than  simply  individual’s  statements  or  even  
interactions),  we  note  that  the student´s actions can only be meaningfully 
interpreted in light of, and with careful reference to, the  interdependent  actions  of  
the  others  in  the  group,  and  hence  we  propose  the  notion  of mathematical 
coactions as a fruitful tool for enabling a more fine-grained analysis of the growth of 
collective mathematical understanding.
10
(p. 637). 
 
     El trabajo grupal supuso un proceso de oferta de ideas y dentro del cual el grupo en su 
conjunto debía discutir la validez de cada una. De esta manera, la propuesta de un 
integrante del grupo no podría suponer de inmediato la mejor idea, ya que los demás 
integrantes podían cuestionar tal solución, problematizándola de tal forma que el 
proponente inicial se viera en la necesidad de aclarar palabras o procedimientos, o quizá 
desechar su propuesta inicial. Este proceso de coacción lo resume Towers& Martin (2006) 
como: 
 
The ways in which the group is able to interweave fragments of each individual’s 
knowing, to allow a shared (rather than  taken-as-shared)  image  to  emerge  from  
their  coactions,  is  what  enables  their  collective mathematical  understanding  to  
                                                     
10
En términos teóricos, y para hacer hincapié en que el valor de la atención de los investigadores está orientado a la 
coacción (en lugar de simplemente declaraciones del individuo o incluso interacciones), observamos que las acciones de 
los estudiantes sólo pueden ser interpretadas de manera significativa a la luz de, y con referencia al cuidado, las acciones 
interdependientes de los otros miembros del grupo, y por lo tanto se propone la noción de coacción matemática como una 
herramienta fructífera para permitir un análisis más detallado del crecimiento de la comprensión matemática colectiva. 
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grow,  and  is  what  ultimately  enables  them  to  successfully complete the task.
11
 
(p. 637). 
 
 
6.4     Problemas abiertos 
 
1.      En diferentes partes de este documento, se mencionó el análisis horizontal y el 
análisis vertical de una sucesión como formas de explicar los procedimientos 
ejecutados por los estudiantes en las preguntas asociadas a sucesiones y, dentro de 
las tareas correspondientes, registrar términos siguientes y término general. Este 
intento de explicación o teoría  para sustentar los mencionados procedimientos, 
queda como un problema abierto y susceptible de ser objeto de investigación en 
estudios posteriores debido a que en el rastro bibliográfico realizado durante todo el 
proceso de escritura de esta monografía no se logró hallar explicación similar o que 
persiguiera el mismo objetivo. 
 
 
2.      Queda por mejorar el módulo de aprendizaje, ampliándolo a otros temas que 
favorezcan el objetivo general trazado en esta monografía, como pueden ser el 
álgebra geométrica y la modelación matemática. Además, fortalecer el módulo con 
cuestionarios interactivos apoyados en las N-TIC de tal forma que además del 
lenguaje, los estudiantes fortalezcan su pensamiento variacional ayudados de estas 
herramientas. 
 
                                                     
11
Las formas en las que el grupo es capaz de entretejer fragmentos del conocimiento de cada individuo, para permitir una 
imagen compartida(en lugar de compartir una imagen) que emerge desde sus coacciones, es lo que permite crece su 
comprensión matemática colectiva, y es lo que en última instancia, les permite completar la tarea con éxito. 
 164 
 
7.  BIBLIOGRAFÍA 
 
Hernández. R, Fernández. C y Baptista. P. (2010). Metodología de la investigación. 
México: McGraw-Hill. 
Jaramillo, C  y  Campillo, P. (2001). Propuesta teórica  de  entrevista  socrática  a  la  luz  
del  modelo  de  van  Hiele.    En:   Divulgaciones matemáticas.  Vol. 9.  No. 1.  
Maracaibo, 2001.  p. 65 – 84. 
Jurado, F., Londoño, R. (2005). Diseño de una entrevista socrática para la construcción 
del concepto de suma de una serie vía áreas de figuras planas. Tesis de Maestría, 
Medellín, Colombia. 
Londoño, R. (2011). La relación inversa entre cuadraturas y tangentes en el marco de la 
teoría de Pirie y Kieren. Tesis de Doctorado. Medellín: Universidad de Antioquia.  
Meel, D. (2003). Modelos y teorías de la comprensión matemática. Comparación de los 
modelos de Pirie y Kieren sobre la evolución de la comprensión de la matemática y 
la Teoría APOE. En RELIME, Revista latinoamericana de investigación en 
matemática educativa. Vol. 6, Nº. 3, págs. 221-278. México D.F. 
Ministerio  de  Educación  Nacional  (1998).  Matemáticas. Lineamientos curriculares. 
[Versión PDF]. Recuperado dehttp://www.mineducacion.gov.co/cvn/1665/articles-
89869_archivo_pdf9.pdf (Octubre de 2013). 
Ministerio  de  Educación  Nacional  (2006).  Estándares básicos   de  competencias  en 
matemáticas. [Versión PDF]. Recuperado 
dehttp://www.mineducacion.gov.co/cvn/1665/articles-116042_archivo_pdf2.pdf 
(Octubre de 2013). 
 165 
 
Pirie, S. & Kieren, T. (1994). Growth in mathematical understanding: How can we 
characterise it and how can represent it? Educational Studies in Mathematics, 26, 
165 – 190. 
Posada, F. y Obando, G. (Eds). (2006). Pensamiento variacional y razonamiento 
algebraico. Medellín: Gobernación de Antioquia.  
Querelle y Cia Ltda. (s.f.). Regularidades numéricas. Profesor en línea. Recuperado 
dehttp://www.profesorenlinea.cl/matematica/Regularidades_ numericas.htmlel 6 de 
mayo de 2014. 
Rendón R. (2011). La comprensión del concepto de Continuidad en el marco de la Teoría 
de Pirie y Kieren.Tesis de Maestría. Medellín: Universidad de Antioquia.  
Stake, R. (1999). Investigación con estudio de casos. Madrid: Morata. 
Towers, J., & Martin, L. (2006).Improvisational coactions and the growth of collective 
mathematical understanding. In Proceedings of the 28th annual meeting of the 
North American Chapter of the International Group for the Psychology of 
Mathematics Education.(Vol. 2, pp. 631-638). 
Villa-Ochoa, J. A. (2011). La comprensión de la tasa de variación para una aproximación 
al concepto de derivada. Un análisis desde la teoría de Pirie y Kieren. Tesis 
doctoral (no publicada). Medellín: Universidad de Antioquia. 
Zapata, S. y Sucerquia, V. (2009). Módulo de aprendizaje para la comprensión del 
concepto de series de términos positivos. Tesis de Maestría. Medellín: Universidad 
de Antioquia.  
 
 
 
 166 
 
8. ANEXOS 
 
 
8.1     Anexo 1: Actividad 0 
 
 
Actividad 0: Test Inicial Grado: 8° Fecha: 
Nombre: 
Objetivo: Diagnosticar el nivel de pensamiento numérico y de pensamiento variacional a 
los estudiantes de grado 8° para orientar el diseño del módulo de aprendizaje sobre el paso 
del lenguaje natural al lenguaje algebraico y viceversa. 
 
Pensamiento Numérico 
 
1. Un hombre nació en el año 1951, se casó a los 25 años; tres años más tarde nació su 
primer hijo y murió cuando el hijo tenía 27 años. ¿en qué año murió el hombre? 
 
2. Juan tenía 3 carritos. María tenía 4 veces más que Juan ¿Cuántos carritos tenía 
María?   
 
3. Un estanque contiene 100 litros de agua y cada día se le seca 1/5 de su contenido 
inicial ¿cuántos días demora en secarse el estanque por completo?  
 
4. Un rectángulo tiene un lado que mide 30 cm y su área es 120 cm2. ¿Cuál es la 
longitud del otro lado?  
 
Lenguaje común a lenguaje algebraico 
 
5. Simboliza el siguiente enunciado: a un número se le añade 23, luego se le resta 41 y 
por último se multiplica por 2. 
 
6. Representa la cantidad de dinero que tiene Pedro luego de recibir $x, después $y, y 
al final gastar $z. 
 
7. Juan tiene X lápices y su madre le regala el doble. Muestra una expresión para la 
cantidad total de lápices que al final tiene Juan. 
8. El perímetro de un polígono es la suma de sus lados, entonces el perímetro de un 
rectángulo de lados X y T se representa como  __________________________ 
 
Formulaciones 
 
9. Completa la siguiente tabla y enuncia una regla para llenarla:  
Posición 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Valor 1 3 6 10 15        
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10. Si n es un natural, completa la siguiente tabla: 
1 2 3 4 5 6 … n n+1 n+2 
4+1  4+3 4+4 4+5      
11. Construye un problema similar a cualquiera de los dos anteriores y resuélvelo a 
continuación. 
 
12. En una finca ganadera, por cada metro cuadrado hay tres metros de alambre de púa 
y dos kilos de pasto. Si la finca puede producir 1000 kilos de pasto, 
a) ¿cuál es su área?  
b) ¿cuántos metros de alambre de púa se están usando? 
 
Generalización 
 
13. Si el cuadrado de 2 se representa como 22, el de 3 como 32, el de 6 como 62, 
entonces el de n se representa como ___ 
 
14. Completa y generaliza: Encuentra el número que falta para sume 200 con el resto: 
47 103   14  67  
29   85 86  20 56 
 
Enuncia un método para para resolver rápidamente este tipo de problemas si la suma 
siempre debe dar 200. ¿Cómo podrías construir una fórmula matemática? 
 
15. Si tu padre te lleva 23 años, enuncia una clave para saber rápidamente cuántos años 
tienes cuando él tenga 50 años. Simboliza tu clave con una fórmula matemática. 
 
16. En un cuadrado se cumple que su área A es el cuadrado de la cuarta parte de su 
perímetro P: A=(P/4)
2
. Así, si el perímetro es 4cm, el área es 1cm
2
 ¿por qué? 
___________________________________________________________________
_____________ 
 
Y si es 12 cm, el área es 9 cm
2
. ¿Cuál debe ser el perímetro para que equivalga al área del 
cuadrado? ¿Cuánto debe medir el lado del cuadrado? 
 
 
8.2     Anexo 2: Actividad 1 
 
 
Actividad 1: Significado operativo de algunas 
palabras relativas a números Racionales. 
Grado: 8° Fecha: Subgrupo: 
Integrantes:   
Objetivo: Identificar las operaciones básicas necesarias para resolver un problema 
matemático según palabras clave que contenga su enunciado. 
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Información: Cada operación matemática tiene un resultado y éste un nombre específico. 
Así, el resultado de una suma de dos cantidades se llama “suma”, el de una resta se llama 
“diferencia”, el de una multiplicación se llama “producto” y el de una división se llama 
“cociente”. 
 
1. La suma y la diferencia entre 30 cm y 20 cm es respectivamente 
a. 50 cm y 40 cm 
b. 50 cm y 10 cm 
c. 10 cm y 50 cm 
d. 10 cm y 40 cm 
 
2. La diferencia entre 6°C y 30°C es 
a. 24°C 
b. 36°C 
c. -24°C 
d. -36°C 
 
3. El cociente y el producto entre 40 y 10 es respectivamente 
a. 4 y 40 
b. 400 y 4 
c. 4 y 400 
d. 30 y 50 
e. 40 y 4 
 
4. La diferencia entre 10°C y -50°C es 
a. 40°C 
b. 60°C 
c. -60°C 
d. -40°C 
 
5. La diferencia entre -8°C y 22°C es 
a. 14°C 
b. -14°C 
c. 30°C 
d. -30°C 
 
 
6. La suma del cociente y el producto de 12 y 4 es 
a. 16 
b. 8 
c. 51 
d. 19 
e. 16 
f. No entiendo la pregunta 
 
7. La diferencia entre la suma de 6 y 9 y el cociente entre 100 y 25 es 
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a. 140 
b. 19 
c. 179 
d. 11 
 
Información: El rango de variación se define como la diferencia entre el mayor y el menor 
de los datos que aparecen en una medición.  
 
8. La temperatura en Saturno varía de -156°C a 345°C, entonces el rango de variación es 
a. 189°C 
b. 211°C 
c. 501°C 
d. -189°C 
 
9. En Bogotá la temperatura puede alcanzar -10°C durante la temporada de lluvia y 32°C 
durante los días de sol. El rango de variación entre estas dos temporadas es  
a. 42°C 
b. 22°C 
c. -22°C 
d. -42°C 
 
Información: Cuando en un enunciado se dice que un número excede a otro en cierta 
cantidad, significa que esa cantidad es su diferencia. El doble (o duplo), el triple, el 
cuádruplo, etc, de un número, significa multiplicarlo por 2, 3, 4, etc, respectivamente. 
Cuando se habla de la mitad, la tercera, la cuarta, etc, parte de un número, significa 
dividirlo entre 2, 3, 4, etc, partes iguales. 
 
10. El triple y cuádruple de 3 y 6 es respectivamente 
a. 9 y 18 
b. 9 y 24 
c. 12 y 18 
d. 12 y 24 
 
11. La quinta parte de 35 es  
a. 175 
b. 30 
c. 40 
d. 7 
 
12. El doble de la suma de 6 y 20 es 
a. 50 
b. 26 
c. 14 
d. 52 
 
13. La cuarta parte de la diferencia entre 25 y 5 es 
a. 20 
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b. 5 
c. 4 
d. 30 
 
14. La quinta parte de la suma de la diferencia entre 5 y 4 y el duplo de 2 es 
a. 9 
b. 15 
c. 1 
d. 5 
e. No entiendo la pregunta 
 
15. El cociente entre el triple de 20 y el cuádruplo de 5 es 
a. 1 
b. 25 
c. 3 
d. 15 
 
Información: Las operaciones aritméticas contienen las cantidades que se operan, y 
dependiendo de la operación tienen nombres específicos. Así, en la suma son sumandos; en 
la resta son el sustraendo (al que se le resta) y minuendo (el que resta); en la multiplicación 
son los factores; y en la división son el dividendo (el que se divide),  el divisor (el que 
divide) y otra cantidad llamada residuo y siempre es menor que el divisor. 
 
16. El residuo de dividir 23 entre 5 es 
a. 18 
b. 20 
c. 3 
d. 28 
17. Si el producto de dos cantidades es 28 y uno de los factores de 7, entonces el otro factor 
es 
a. 21 
b. 4 
c. 3 
d. 35 
 
18. Si en una división, el dividendo es 32, el cociente es 5 y el residuo 2, el divisor es 
a. 8 
b. 5 
c. 25 
d. 6 
 
19.  Si se divide 34 entre 7, la diferencia entre el divisor y el residuo es 
a. 1 
b. 27 
c. 4 
d. 41 
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20.  Dos números cuya diferencia es 21 y cuyo cociente es 8, son en su orden 
a. 30 y 9 
b. 24 y 3 
c. 32 y 4 
d. 25 y 4 
 
 
8.3     Anexo 3: Actividad 2 
 
 
Actividad 2: Significado operativo de algunas 
palabras relativas a números Racionales 
Grado: 8° Fecha: Subgrupo: 
Integrantes:   
Objetivo: Identificar las operaciones básicas necesarias para resolver un problema 
matemático según palabras clave que contenga su enunciado. 
 
Información: Existen expresiones que tienen sentido operativo en ciertos enunciados. Así, 
expresiones como tres cuartos de 20, dos quintos de 100, seis séptimos de 50, hacen 
referencia a partir (quebrar) el número en cuartos, quintos y séptimos respectivamente y 
contar tres, dos y seis de esas partes. 
1. Los tres quintos 3/5 de 10 equivalen a 
a. 30 
b. 6 
c. 3 
d. 2 
 
2. Los 3/8 de 40 equivalen a 
a. 20 
b. 10 
c. 5 
d. 15 
 
3. ¾ de arepa mas ¾ de arepa equivalen a 
a. 6 arepas 
b. 2 arepas 
c. 1 arepa 
d. 3/2 de arepa 
 
4. En un jardín de 30m
2
, se podan dos quintas partes. La parte no podada es de 
a. 18 m2 
b. 10 m2 
c. 12 m2 
d. 6 m2 
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5. Olga compró 13/4 de libra de queso, de los cuales utilizó 11/4 para el postre y el resto lo 
ralló sobre la pasta ¿qué fracción de libra de queso ralló sobre la pasta? 
a. 1 libra. 
b. ½  libra 
c. 2 libras 
d. 1/4 de libra 
 
6. Pilar tiene $50000 y gasta ½ en el cine y 2/5 en chocolates. El dinero que gastó es 
a. $25000 
b. $20000 
c. $45000 
d. $5000 
 
Información: Una razón entre dos cantidades a y b se puede representar como a/b, y 
muestra una comparación entre la cantidad del numerador y la del denominador. Así, la 
razón entre 3 y 4 se representa como ¾ e indica que por cada 3 elementos de un conjunto de 
elementos, hay 4 de otro conjunto. 
 
De acuerdo a la siguiente información responde las preguntas 7 a 9:  
En el salón de 9° por cada hombre hay tres mujeres. 
 
7. La razón entre cantidad de hombres y cantidad de mujeres es 
a. 3 
b. 1 
c. 1/3 
d. 2/3 
 
8. Si en el salón de noveno hay 21 mujeres, la cantidad de hombres es 
a. 7 
b. 15 
c. 63 
d. 18 
 
9. Si en total en 9° hubiera 36 estudiantes, la cantidad de hombres y mujeres sería 
respectivamente 
a. 24 y 12 
b. 27 y 9 
c. 9 y 27 
d. 12 y 24 
 
10. Por cada 4 conejos en el corral de una finca, hay 5 gallinas. Si en total hay 100 conejos, 
la cantidad de gallinas es 
a. 500 
b. 400 
c. 125 
d. 105 
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11. Se dio plazo para terminar un edificio en 100 días trabajando a razón de 8 horas diarias. 
Se presume que por cada hombre que entra a ayudar, el tiempo de terminación de la obra se 
reduce en medio día de trabajo. Si la obra se terminó en 60 días, la cantidad extra de 
obreros que trabajaron fue 
a. 50 
b. 80 
c. 60 
d. No se puede saber. 
 
12. Para preparar 2 litros de agua de panela, se requieren 3/8 de libra de panela. Si se va a 
preparar un litro y medio, la cantidad de panela a destinar es 
a. 9/16 de libra 
b. 9/32 de libra 
c. 1 libra 
d. Más de media libra 
 
De acuerdo a la siguiente información responde las preguntas 13 a 14:  
Un tanque tiene una capacidad 30 litros de agua y simultáneamente se abre una llave que 
vierte 4/3 de litro por segundo y un desagüe que desaloja 3/5 de litro por segundo  
 
13. El rango de variación por segundo del volumen de agua del estanque cada segundo es 
a. ½ de litro 
b. 11/15 de litro 
c. 1 litro 
d. 22 litros 
 
14. Si el estanque está vacío y se abre la llave y el desagüe, éste se llena en 
a. Menos de 20 segundos. 
b. Entre 20 y 30 segundos. 
c. Ente 30 y 40 segundos. 
d. Más de 40 segundos. 
 
 
8.4     Anexo 4: Actividad 3 
 
 
Actividad 3:  
Lenguaje natural a algebraico  
Grado: 8° Fecha: Subgrupo: 
Integrantes:   
Objetivo: Adquirir elementos básicos del lenguaje algebraico a partir de enunciados 
simples para plantear ecuaciones. 
 
Información: Existen muchos enunciados verbales que pueden representarse 
algebraicamente. De acuerdo a las informaciones de las actividades anteriores y las 
 174 
 
socializaciones une la frase con su expresión algebraica. Ten en cuenta que la relación de 
equivalencia (=) suele encontrarse en expresiones como “equivale a”, “es igual a”, “es”, 
“será”, entre otros. 
 
1. Asocia cada expresión en lenguaje natural con su correspondiente expresión algebraica. 
 
@ EXPRESIÓN EN LENGUAJE NATURAL #  # 
EXPRESIÓN 
ALGEBRAIC
A 
A Un número cualquiera   1 5n  
B Suma de la cuarta parte de un número y su quinta parte   2 10 x  
C A excede en 3 años a B   3  3y z  
D La diferencia entre 10 y un Real cualquiera   4 3A B   
E Un real cualquiera mas su mitad   5 1x ,  ( )x  
F El sucesor de un entero cualquiera   6 2y x  
G El antecesor de un entero cualquiera   7 x  
H El producto de dos números cualesquiera   8 4 5
k k

 
I La tercera parte de un Real cualquiera   9 2 2 21 2H C C 
 
J Doble de un número cualesquiera sumado a otro   10 10n  
K Siete veces un número cualquiera   11 x y x y    
L Ene veces 5   12 1n , ( )n  
M El cociente de dos números cualquiera   13  21 2n n  
N La suma de dos números cualesquiera   14 
2
x
x 
 
Ñ 10 más que n   15 x y  
O Un número cualesquiera aumentado en 3   16 hk  
P Un número cualesquiera disminuido en 2   17 h k
 
Q Cuadrado de la diferencia de dos números   18 3
x  
R Uno restado a un Real cualesquiera   19 3z   
S La diferencia entre dos reales es igual a su suma   20 1n , ( )n  
T Cubo de la suma entre dos números cualesquiera   21 2y   
U Triple de la diferencia entre dos números cualesquiera   22 7k  
V Un Real equivale al doble de otro   23 m n  
W La diferencia de dos números cualesquiera   24  3 y x  
X 
El cuadrado de la hipotenusa equivale a la suma de los 
cuadrados de los catetos 
  25 2x y  
 
2. Redacta en lenguaje natural las expresiones algebraicas siguientes 
 
# 
Expresión 
Algebraica 
Lenguaje natural 
1 x   
2 3x   
3 
4
3
x 
  
4  2x y   
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5 3x y   
6 2
3
t

 
 
7 
3 2
x y

  
8   
2 2a b a b a b      
9  2P x y    
10 2 2 2h x y    
 
Información: Un rectángulo es una figura plana, de dos pares de lados 
paralelos y ángulos internos rectos. Su área es el producto de sus lados (la 
medida de sus dimensiones). Su perímetro se puede expresar como 
P=2a+2b o P=2(a+b). Puede considerarse que un rectángulo tiene dos 
lados: uno mayor y uno menor, y puede pasar que a veces estos lados sean 
iguales. 
 
El siguiente es el plano de una futura casa con la distribución de sus sectores. 
Responde las preguntas 3 a 5 según lo anterior. 
 
 
3. El área y el perímetro de la casa es 
a. 280 cuadritos y 68 líneas. 
b. 68m2 y 280m. 
c. 68 cuadritos y 280 líneas. 
d. 280m2 y 68m. 
 
4. Si el lado de cada cuadrícula no es de 1m sino de x  metros, el área y el perímetro de la 
casa se puede expresar como 
a. A=280m2 y P=68m. 
b. A=68m2 y P=280m. 
c. A=280 2x y P= 68 x  
d. A=68 2x  A=280 x  
 
5. Si el metro cuadrado cuesta $ y , el costo total del terreno puede calcularse como 
a. El perímetro por y . 
b. El área por y . 
c. y veces la suma del área y el perímetro. 
d. C Sy  
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6. En general el área de un triángulo viene dada por 
2
bh
A  , donde b se asume como base 
y h la altura del triángulo respecto a la base b . Si el área de un triángulo es 24u
2
 y su altura 
es 6u, la base respectiva será 
a. 48u. 
b. 8u 
c. 2u. 
d. 72u 
 
7. En la figura se muestran 6 rectángulos iguales que constituyen un rectángulo mayor, 
entonces, el área de este rectángulo mayor es 
 
 
a. 280 cm2 
b. 430 cm2 
c. 504 cm2 
d. 588 cm2 
 
Preguntas Abiertas: El objetivo de estas preguntas es que demuestres el nivel que tienes 
para representar algebraicamente expresiones dentro del lenguaje común o aritmético. Aquí 
no se trata de llegar a resultados totalmente numéricos sino a expresiones algebraicas que 
sirven para resolver cualquier caso específico. Ten en cuenta todo lo visto en las preguntas 
anteriores y en las actividades 1 y 2 incluyendo las socializaciones. 
 
8. la expresión “cinco canicas” puede representarse como “5 canicas”; “trece canicas” sería 
“13 canicas”. Explica cómo puede representarse la expresión “una cantidad cualquiera de 
canicas”. 
 
9. Según las condiciones de la pregunta 7, halla el área y el perímetro de los siguientes 
casos particulares: 
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10. En general, si en vez de 21, 36, 18 o 12 centímetros, te dicen que el lado del rectángulo 
es X cm, representa el área y el perímetro de dicho rectángulo en términos de X. 
Sugerencia: Usa el mismo razonamiento que en la pregunta 7 y 9. 
 
 
 
 
 
11. Escribe los elementos faltantes en las siguientes secuencias y justifica tus respuestas.   
a. 3, 7, 13, 21, _____, _____, 57, _____, _____, 111.  
b. 0, 3, 8, 15, _____, ______, 48, _____. 
 
12. La edad de juan es el triple de la de Pedro. Muestra una notación para representar 
algebraicamente ambas edades. 
 
 
 
 
13. Evalúa las expresiones 2 1
3
x
y

  y 
2 4
2
x x
y

  de acuerdo a la las siguientes tablas: 
 
x  2x  2 1x  
2 1
3
x
y


  x  2x  4x  2 4x x  
2 4
2
x x
y


 
1          
-1     -2     
          
-2     3     
 
 
14. Enuncia la ley de formación de las secuencias 
a. 2, 10, 3, 20, …     b.  
 
 
15. Enuncia la ley de formación y deduce el término enésimo de las secuencias 
Posición 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 … n 
Valor 1 3 6 10 15        
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16. Diseña una secuencia como la anterior pero con el valor del término enésimo distinto y 
que involucre por lo menos dos operaciones aritméticas. 
 
 
17. Deduce una ecuación para cada enunciado 
a. Juan tiene 3/5 del dinero que tiene Pedro más $1000.   
b. Un número más su mitad, más su triplo, menos su duplo, más su quinta parte, 
equivale a 27.  
 
18. Expresa algebraicamente el perímetro y el área del siguiente rectángulo. 
 
 
19. La siguiente figura es un cuadrado que ha sido partido en 4 regiones.  
a. Muestra el área y el perímetro de cada región.  
b. Muestra el área y el perímetro del cuadrado que se compone con las 4 regiones. 
(Sugerencia: muestra primero el lado) 
 
 
20. Deduce las ecuaciones del siguiente enunciado: Un grifo tarda el doble de tiempo que 
otro en llenar un tanque para almacenar agua. Si se abren los dos, el tanque se llena en 3 
minutos.  
 
 
8.5     Anexo 5: Actividad 4 
 
Nota aclaratoria: La siguiente actividad es una adaptación de Querelle y Cia Ltda. (s.f.). 
Regularidades numéricas. Profesor en línea. (ver bibliografía) 
 
 
 
Actividad 4: Sucesiones Grado: 8° Fecha: Subgrupo: 
Integrantes:   
Objetivo:Adquirir elementos de razonamiento para deducir el término general de una 
sucesión. 
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Presentación: 
En la vida cotidiana se nos presentan muchas situaciones donde aparecen regularidades 
numéricas o secuencias numéricas (también puede ser secuencia de objetos de forma 
ordenada). 
 
La primera y más importante secuencia numérica es la de los números naturales, o sea los 
números que se utilizan para contar y ordenar objetos: 1, 2, 3, 4, 5, 6,... 
Esta secuencia de los números naturales es la más importante ya que sirve de base para 
iniciar, siempre desde el 1 (o primer lugar) cualquier otra secuenciadada pues, como 
veremos luego, la ubicación en una secuencia es trascendental para los cálculos numéricos 
(ya se entenderá cuando hablemos de n). 
Veamos otros ejemplos de secuencias numéricas, también llamadas sucesiones: 
   •   Secuencia de números pares: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14,... 
   •   Secuencia de números impares: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13,... 
   •   Secuencia de múltiplos de 4: 4, 8, 12, 16, 20, 24, 26,... 
   •   Secuencia de cuadrados de los números naturales: 1, 4, 9,  16, 25, 36,... 
   •   Secuencia de cubos de  los números naturales: 1, 8, 27,  64,  125,... 
   •   Secuencia de potencias de 2: 2, 4, 8, 16, 32,... 
 
Entonces: Una sucesión de números reales es una secuencia ordenada de números 
reales que sigue una determinada ley de formación. Los números que forman la 
sucesión se denominan términos. Todas las sucesiones tienen un primer término y cada 
término tiene un siguiente. Las sucesiones se  nombran con una letra y un subíndice (n) 
cuyo valor depende del lugar que el término ocupa en la sucesión, y ese valor empieza 
siempre en 1, y sigue 2, 3 ,4, 5, 6, 7, etcétera: a1, a2, a3, a4,..., an(Término general). 
 
El término general de una sucesión es una expresión (fórmula, patrón o regla) que 
permite conocer el valor de cualquiera de los términos en función del lugar que ocupa y se 
expresa mediante an. 
 
Ejemplo 1: Si Si el término general de una sucesión es an = n
2
 + 1 
Para obtener un término cualquiera, se sustituye n por el valor del lugar que ocupa el 
término en la sucesión. Así, el tercer término será a3 = 3
2
 + 1 = 9 +1 = 10 
 
Ejemplo 2: La serie de los impares (1, 3, 5, 7,…)  son los números definidos por la 
fórmula 2n – 1, pues si n es reemplazado por los números naturales, 1, 2, 3, 4,… se genera 
la serie dada. El siguiente cuadro sirve para comprobar lo anterior: 
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 … 100 k 
2n-1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 
… 199 2k-
1 
 
Si se desea saber el número de la serie que ocupa la décima posición se reemplaza n = 10 
en la fórmula 2n – 1: a10= (2•10) − 1 =  19 
 
Ejemplo 3: Completa la tabla con la serie numérica que genera la fórmula 4n + 3. 
 
 180 
 
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 … 100 k 
4n+3 7 11 15 19 23 27 31   … 199  
 
Determinación de la fórmula 
Hasta aquí hemos mostrado ejemplos o ejercicios con la fórmula ya establecida o 
determinada (2n – 1 y  4n + 3). 
En los ejercicios de regularidades numéricas se trata de encontrar la fórmula (patrón o 
regla) de formación de una sucesión. 
Ejemplo 4: La siguiente es una secuencia en un contexto geométrico: 
  
¿Cuántos palitos de fósforos se necesitan para llegar a formar la figura 23 en esta sucesión? 
Podemos recurrir al siguiente cuadro: 
 
Figura 1 2 3 4 5 6 7 8 9 … 100 n 
Fósforos usados 3 5 7       …   
 
Una forma es que a partir del cuadro anterior podemos ir sumando de dos en dos hasta 
llegar a la figura 23. 
Una forma más práctica es notar la regularidad que hay detrás de la secuencia y deducir su 
fórmula general que nos dará la respuesta de inmediato. Analicemos: 
Para armar la figura 1 se necesitan 3 fósforos, pero 3 = 2 • 1 + 1 
Para armar la figura 2 se necesitan 5 fósforos, pero 5 = 2 • 2 + 1 
Para armar la figura 3 se necesitan 7 fósforos, pero 7 = 2 • 3 + 1 
Como vemos, el término general es 2n donde el 2 indica el número de fósforos que debe 
agregarse cada vez que se avanza en la construcción de las figuras y la n indica (empezando 
desde la 1) el número de la figura, todo eso más 1; por lo tanto, la fórmula o patrón está 
dada por  2n + 1. 
Conocida esta fórmula, sustituimos n=23 y sabemos de inmediato que a23= (2 • 23) +1 = 46 
+ 1 = 47 
Por lo tanto, para la figura 23 se necesitarán 47 fósforos. 
 
Ejemplo 5: Determina la fórmula que genera la serie numérica de la cantidad de fósforos 
utilizados para  construir  la  figura  formada  por  un  número  dado  de  cuadrados, como 
se muestra en las figuras 
 
Veamos: 
Cantidad de cuadrados 1 2 3 4 5 6 7 … n 
Cantidad de Fósforos 4 7 10 13    …  
Analicemos:  
Para armar el cuadrado 1 se necesitan 4 fósforos, pero     4 = 3 • 1 + 1 
Para armar el cuadrado 2 se necesitan 7 fósforos, pero     7 = 3 • 2 + 1 
Para armar el cuadrado 3 se necesitan 10 fósforos, pero 10 = 3 • 3 + 1 
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Para armar el cuadrado 4 se necesitan 13 fósforos, pero 13 = 3 • 4 + 1 
Partiendo desde el cuadrado 1 necesitamos 3 fósforos cada vez para armar el siguiente, por 
lo tanto, el término general será 3n + 1 
 
Actividad 
1. Hallar el término 
a. a9 en la secuencia 7, 10, 13,… 
b. a12 en la secuencia  5, 10, 15,…           
c. a48 en la secuencia 9, 12, 15,… 
d. a63 en la secuencia  3, 10, 17,…                          
e. a12 en la secuencia 11, 6, 1,… 
f. a28 en la secuencia 19,12, 5,… 
 
2. Determina la fórmula que genera las siguientes sucesiones numéricas 
a. 10, 12, 14, 16,… 
b. 10, 13, 16, 19,… 
c. 20, 25, 30, 35,… 
d. 115, 125, 135, 145,… 
e. 5, 8, 11, 14,… 
 
3. Construye una tabla para cada caso y deduce el término general de 
a. Secuencia de los Naturales 
b. Secuencia de los pares 
c. Secuencia de los impares. 
d. Secuencia de los múltiplos de cuatro 
e. Números triangulares: Suma de los n primeros naturales 
f. Secuencias de los números cuadrados: suma de los n primeros impares  
g. Secuencia de los números cubos. 
h. Suma de los n primeros cubos: cuadrado del triangular n. 
i. Números oblongos: Los que pueden ser representados por puntos en un rectángulo 
cuya base es una unidad mayor que la altura. También pueden definirse como el 
doble de cada número triangular o la suma de los n primeros pares.  
j. Secuencia de las potencias de 2 
k. Secuencia de la suma de las potencias de 2: movimientos mínimos para para pasar n 
discos en torres de Hanoi de tres estacas. 
 
 
8.6     Anexo 6: Actividad 5 
 
 
 
Actividad 5: Problemas con secuencias 
numéricas y geométricas 
Grado: 8° Fecha: Subgrupo: 
Integrantes:   
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Objetivo: Aplicar en la solución de problemas, los elementos de razonamiento adquiridos 
en la deducción del término general de una sucesión en la actividad 4. 
 
Solución de problemas 
1. El profesor de ciencias ha propuesto un experimento: Estudiar la elasticidad de un 
resorte de 30 cm de longitud. Para ello se cuelgan varias masas de 1, 2, 3 y 4 kg, y se 
mide el alargamiento del resorte. Una vez realizado el experimento, se plantea la 
siguiente tabla para ser llenada de acuerdo a la ley de formación que la compone: 
 
 
 
 
2. Una fotocopiadora saca 3 copias por segundo. Diseña una tabla de tiempo (s) vs 
Cantidad de Fotocopias. Inicia con los tiempos 1, 2, 3, 4, 5; luego generaliza para un 
tiempo t la respectiva cantidad de copias. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. Dos aviones parten del mismo lugar a las 8:00 a.m. El avión A vuela hacia el sur a una 
velocidad de 300 km/h. El avión B vuela al oriente a una velocidad de 600 km/h. Llena 
la siguiente tabla y generaliza los recorridos y la distancia entre A y B en términos del 
tiempo t. 
 
4. Jenny envía un correo electrónico a dos personas y les solicita que cada una de ellas lo 
reenvíe a dos personas más. El tiempo envío de una persona a otra es de un minuto. 
Llena la siguiente tabla y  generaliza. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Masa (kg) 1 2 3 4 5 10 20 60 m 
Alargamiento (cm) 4 8 12 16      
Tiempo (h) 1 2 3 4 5 8 10 t 
Recorrido A 
(km) 
        
Recorrido B  
(km) 
        
Distancia entre  
A y B (km) 
        
Tiempo (min) 1 2 3 4 5 10 20 60 t 
Mensajes enviados en 
el minuto 
correspondiente 
         
Total de mensajes 
enviados hasta el 
minuto 
correspondiente 
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SECUENCIAS GEOMÉTRICAS: Observa la secuencia y llena la tabla según su ley de 
formación, además generaliza con una expresión algebraica para el enésimo término. 
Expresa la fórmula con tus propias palabras. 
 
5.  
 
 
6.  
 
 
 
7.  
 
 
 
8.  
 
 
 
Piensa cómo transformar cada término en un rectángulo. Dibújalo y establece relaciones 
entre la fórmula para el número de cuadrados obtenida en la tabla anterior y el área de cada 
rectángulo. 
 
 
9. A continuación se proponen diferentes situaciones para una misma secuencia: 
 
 
9.1. Llena la siguiente tabla y deduce el término enésimo general. 
Término 1 2 3 4 5 10 20 N 
Figura 1 2 3 4 5 10 20 n 
Cantidad de Triángulos  
equivalentes a f1 
        
Término 1 2 3 4 5 7 10 20 50 n 
Cuadrados  
sombreados 
     
 
    
Término 1 2 3 4 5 7 10 20 50 n 
Cuadrados  
pequeños 
     
 
    
Término 1 2 3 4 5 7 10 20 50 n 
Cuadrados  
pequeños 
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Palillos         
 
9.2. Teniendo en cuenta la secuencia 9, supón que cada figura es un corral para albergar 
conejos. En tal caso supón que cada corral se encierra y se divide con angeo. Si la longitud 
del lado del cuadrado pequeño es de dos metros y el costo por metro del angeo es de $7500, 
completa la siguiente tabla. 
 
Término 1 2 3 4 5 10 20 n 
Número de corrales 
 
 
       
Cantidad de metros para el borde 
y las divisiones 
 
 
       
Costo total del angeo 
 
 
       
 
9.3. Si el costo fuera p pesos, completa la tabla siguiente 
Término 1 2 3 4 5 10 20 N 
Número de corrales         
Cantidad de metros para  
el borde y las divisiones 
        
Costo total del angeo 
 
 
       
 
9.4. Completa la tabla si el lado de cada cuadrado pequeño es x metros y el precio sigue 
siendo $7500. 
Término 1 2 3 4 5 10 20 N 
Número de corrales         
Cantidad de metros para  
el borde y las divisiones 
        
Costo total del angeo 
 
 
       
 
9.5. En general, si el precio es p pesos y el lado del cuadro pequeño es x 
 
Término 1 2 3 4 5 10 20 N 
Número de corrales         
Cantidad de metros para  
el borde y las divisiones 
        
Costo total del angeo 
 
 
       
 
9.6. Al final de todo el análisis del punto 9, identifica dependencias: 
 
¿De qué depende el número 
de corrales? 
¿De qué depende el número 
de metros de angeo? 
¿De qué depende el costo 
total de angeo? 
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10. Luego de todo este trabajo es momento de que construyas tu propia secuencia gráfica o 
geométrica, la conviertas en secuencia numérica, construyas su respectiva tabla y 
establezcas sus primeros valores y luego muestres su expresión general o término enésimo. 
 
 
 
